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Sommario:Questo articolo ¢ il prodotto finale di una seriestudi ed esperienze svolte nell’lambito acca-
demico e riguardanti le discipline di Didattica ieMatematica frequentati negli a.a. 2008/2010.

Tale lavoro e centrato sul concetto di limite dauinzione, limite di una successione e su un qEdre
limite notevole. Abbiamo preferito trattare il caito di limite perché crediamo che tale concetia atla
base dell’analisi matematica e che nella sua intetazione presenti agli studenti non poche difficali ti-
po concettuale.

Nell'articolo per sottolineare questo aspetto, aoho analizzato, seppur in una prima approssimazione
il percorso storico-epistemologico dello stessocsito.

Dal punto di vista didattico abbiamo poi proposteegto argomento in maniera diversa dagli schemi u-
suali e quindi con un contatto piu diretto e mestrato che potesse maggiormente stimolare I'irdseedi
studenti di scuola Secondaria Superiore e favorirna piu facile comprensione.

Una prima fase del nostro lavoro riguarda lo studielle strategie risolutive adottate dagli studentia
volta che fosse stato loro presentato un probldmaaseconda parte nasce come prosecuzione e peréezio
mento della prima, prendendo in esame una situazadidattica in modo da renderla realizzabile fcat
mente.

Summary:This article is the final work of a series of sesliand experiences done in the academic back-
ground and concerning the subjects of Mathemat&sching attended in the years 2008/2010.

This work is focused on the concept of limit ofiaction, limit of a succession and on a particutar
markable limit. We preferred treating the concefplirnit because we guess it lays on the basis d¢fhemaat-
ics analysis and that, in its interpretation, itusees not few difficulties to students.

In the article, in order to underline this aspesk have analyzed, even if as a first approximatios his-
torical-epistemological line of the concept of kimi

From the didactical point of view, we proposed toigic in a different way from usual schemes; thaa
straighter and less abstract way, able to stimukgemuch as possible the interest of the studetdgading
High School and promote an easier comprehension.

The first phase of our work concerns the studyesblution strategies used by the students, onaela p
lem had been introduced to them. The second pastheen as a prosecution and amelioration of thst fi
one, focused on an a a-didactical situation inesrtb make it practically realizable.

1. Prima situazione sperimentale
L'analisi storico epistemologica riguardo a un atare concetto ha un ruolo fondamentale, in quant

permette di dare delle rappresentazioni dei percorsscitivi, nei vari periodi e in diversi ambisiintattico,

semantico e pragmatico.
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In particolare per il concetto di limite, I'analisiorico epistemologica, non si deve basare soltnaude-

scrizione storica minuziosa dello sviluppo di tatacetto, ma piuttosto deve cercare di carpiresigedize,

le problematiche e gli ostacoli che hanno port#toreascita di tale concetto.

Per quanto riguarda I'analisi degli ostacoli storapistemologici legati alla complessita della oagi di

limite si possono mettere in rilievo diverse prabégiche associate a varie questioni.

Aspetto geometrico del concetto di limite: consételo la differenza tra una grandezza variabile e
una grandezza costante che € il suo limite.

Ad esempio, il cerchio puo essere visto come iitérdi poligoni inscritti o circoscritti.

Aspetto metafisico: la nascita dell’analisi mateicwtappresenta un vero e proprio salto di qualita,
dove le matematiche non si riducono al solo caleobp semplici proprieta algebriche, ma portano
alla nascita del problema dell'infinito, che potasere trattato con il passaggio al limite, come
metodo di dimostrazione che segue uno schema ggoro

Irraggiungibilita o meno del valore assunto comatk.

Numeri infinitamente piccoli e infinitamente grandiiziano a nascere i problemi sull’esistenza di
numeri, come ad esemg,, sufficientemente piccoli, ma non nulli e analogate sull’esistenza di
numeri piu grandi di tutti gli altri, ma non infini

Trasferire i metodi propri dell'algebra atti a maoliare grandezze finite, per grandezze infinite.

Dare delle giustificazioni sul passaggio al limé#traverso una formula che descriva tale situ&zion
e che permetta una verifica a posteriori con unpieencalcolo, senza cercare di dare dimostrazioni
rigorose.

Il passaggio al limite concepito come passaggiaida visione statica a una visione dinamica e
dunque riuscire a prevedere cid che avviene aliitaf tramite le conoscenze sul comportamento al
finito.

Riguardo al principio di continuita di Leibniz, nélasportare le proprieta dei termini di una
successione convergente al suo limite.

Con la nascita del concetto di funzione, si ponglnbasi per una formulazione del concetto di
limite, libera da intuizioni geometriche, non srlpapiu di valori consecutivi e I'attenzione e ritzo
sopratutto alla parte relazionale della funzione.

Ostacoli logici: legati alla mancanza di quantifadd come spesso appare, quando per definire il
limite ci si serve di un linguaggio naturale nomiolico. Un altro problema é legato all’ordine dei
quantificatori nella definizione di limite, infattia funzione ci porta da un punto sul dominio a un

punto sul condominio, invece lo studio del limit tm punto di vista inverso, ossia per ogni numero

€ riferito al codominio considera I'esistenza dinumerc© riferito al dominio.
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» Ostacoli legati ai simboli: all'inizio dell’analisilassica, i simboli non erano ancora stati intttdo
successivamente con Cauchy si avra tale necessif@anto il concetto di limite verra messo alla

base di altre nozioni quali la derivata, la coritée l'integrale.

1.1. Rappresentazione Storico-Epistemologica: lliite nella storia

Affrontare questo aspetto richiederebbe ulterigmprafondimenti, in questa sede ci siamo limitati ad
un’indagine conoscitiva del percorso storico detamito indagato, analizzandolo in uno specificdgoler
storico, che riteniamo maggiormente significativbquesto senso, uno dei periodi pit importantisdstioria
della matematica € stato quello che comprendeolisterante i quali si sono gettate le basi detalal infi-
nitesimale: dalla fine del '500, con i primi tentati proseguire lI'opera di Archimede, alla redsm degli
scritti di Cauchy e di Weierstrass (XVIII e XIX sH0).

Il concetto di limite era gia presente, anche defima non esplicita, nella matematica greca, poitiolti
risultati sui calcoli di aree e di volumi ricavati matematici greci erano, in sostanza, basatngpassaggio
al limite.

| Greci avevano utilizzato il metodo di esaustiche costituisce, in effetti, il primo passo verscaicolo
differenziale e integrale, ma non fa uso di unaideesplicita dei limiti.

Tale metodo si basava sul:

Postulato di Eudosso-Archimed®ate due grandezze “omogenee” (concetto considepataitivo)

A e B, con A < B, esiste un numero n tale che A >

Da questo si puo dimostrare (per grandezze chesfadd tale postulato, o “che hanno fra loro rapgor
come affermato in Euclide, Elementi, Libro V) che:

Se da una qualsiasi grandezza si sottrae una paoteinferiore alla sua meta, e se dal resto siraett
ancora non meno della sua meta, e se questo pcksettrazione viene continuato, alla fine rimauna

grandezza inferiore a qualsiasi grandezza dellssteggenere precedentemente assegnata.

1
Tradotto in termini moderni, cio equivale ad affammche se M € la grandezzE <r <1 allora

lim M(1-r)"=0.

Nn—-+oo !
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chiaramente & sufficien0<r <1,

“V'e alla base del metodo di esaustione un proceglita infinitesimale, che corrisponde all'odierno-me

todo delle successioni convergenti; manca peroricetto esplicito di limite{Ludovico Geymonat, 1947).

“Kepler fu il primo matematico del ‘600 ad abband@wa senza compromessi il metodo di esaustione e le
sue difficili dimostrazioni per assurdo. Lo sostiton molta disinvoltura per mezzo di ragionamelitti

sugli infiniti e gli infinitesimi” (Ludovico Geymonat, 1947).

Gli scritti indipendenti dell'inglese Isaac Newterdel tedesco Gottfried Wilhelm Leibniz (XVII e XVI

secolo) gettarono le basi del calcolo infinitesienal

Dovevano, pero, trascorrere diversi anni primaidingere con Eulero nel 1755 ad una prima definzion
di limite, anche se egli non la utilizzd e non gppo la teoria dei limiti.

Nelle sue Institutiones egli afferma:

“Non c’é dubbio che ogni quantita pud essere dirtmin misura tale da annullarsi completamente e
svanire. Ma una quantita infinitamente piccola romient’altro che una quantitd evanescente e peio
cosa stessa e uguale a zero. Cio € anche in arnoomiguella definizione delle cose infinitamentxpie in
cui si dice che sono minori di qualunque quantisgdegnabile; & certo che essa dovrebbe essere peiia
ché, a meno che non sia uguale a zero, sarebbébpesassegnarle una quantita uguale, il che & canib

all'ipotesi”.

Anche D'Alembert diede una formulazione del comceltlimite. Nell'articolo "limite" scritto per En-
cyclopédiechiamava una quantita di limite di una secondantjiga(variabile) se questa seconda quantita si
avvicinava alla prima cosi tanto che la differefasse inferiore a qualsiasi quantita data (senteitie-
mente coincidere con essa). L'imprecisione di guéstinizione la rese inaccettabile per i suoi eogora-
nei, infatti gli autori di manuali matematici delliropa continentale continuarono a usare fino faika del

XVIII secolo il linguaggio e i concetti di Eulero.

Si deve a Augustin Louis Caucky soprattutto, alla successiva formalizzazionkatl Weierstrass, una
definizione rigorosa di limite e, mediante essa costruzione rigorosa dell'analisi matematica.
Cauchy assunse come fondamentale il concetto delidn D'Alambert, ma gli conferi una maggiore pre-

cisione. Egli formuld una definizione relativameptecisa di limite:
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"Quando i valori successivi attribuiti a una varidbsi avvicinano indefinitamente a un valore fisseao-
si che finiscono con il differire da questo per utiferenza piccola quanto si vuole, quest'ultinene detto
il limite di tutti gli altri".

La definizione di Cauchy, come leggiamo, faceva disespressioni come "valori successivi" 0 "awvici-
narsi indefinitamente" o "cosi piccolo quanto sbél. Per quanto suggestive, queste definizionbsoon-

dimeno, prive di quella precisione che generalmsnésige dalla matematica.

Successivamente Cauchy diede una definizione didae continua altrettanto rigorosa; nel Cours dice

“sig f (X) una funzione di una variabile x e si supponga ¢®e,ogni valore di x compreso fra due limiti

dati, questa funzione assuma costantemente uneviiloto e unico. Se, iniziando da un valore dioxnpre-

so fra questi limiti, si assegna alla variabile ® incremento infinitamente piccodg la funzione assumera

come incremento la differen f (X"' a) - f (X) che dipendera allo stesso tempo dalla nuova vdeabe

dal valore di x. Cid posto, la funziol f (X) , fra i due limiti assegnati alla variabile x, e aifunzioneconti-

nuadella variabile se, per ciascun valore di x congurdra questi due limiti, il valore numerico deléfe-

renza f (X"'a') - f(x) decresce indefinitamente insieme con quella.dn altre parole, la funzione f(x)

rimarra continua rispetto a x fra i due limiti dasie, fra questi limiti, un incremento infinitamemiiecolo

della variabile produce sempre un incremento itdimiente piccolo della funzione. Diciamo anche ehe |

funzione f (X) e una funzione continua di x nell'intorno di unri@lare valore assegnato alla variabile x
se essa e continua fra questi due limiti di x, cogue prossimi essi siano, che includono il valorejie-
stione”.

Il rigore conseguito da Cauchy e insufficiente etsp agli standard moderni.

L'analisi rigorosa fu poi proseguita da Weierstrasse diede le definizioni di continuita e di limitli una

funzione oggi comunemente accettate:

“una funzione f (X) é continua pe/X= % se, dato un qualunque numero positivp esiste urs tale

che, per tutti gli x tali ch|X~%|<J | si ha"c (x)- f()%)‘ <& g

“una funzione f (X) ha come limite L peX= % se, dato un qualunque numero positivpesiste ud

tale che, per tutti gli x tali chlX=%|<d i ha‘f (x)- L‘ <&
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“una funzione f (X) e continua in un intervallo di valori di x se entimua per tutti gli x dell'intervallo”.

1.2. Situazione Problema

Sulla base dell’evoluzione storica del concettbndite, nelle sue peculiarita di definizione, e pagsenta-
zione, abbiamo provato a definire una situaziomdlpma in grado di mettere in luce le eventualiabfta
degli studenti nell'affrontare il calcolo del lireifle nello specifico uno dei limiti notevoli piutijce, paralle-
lamente analizzare le possibili convergenze tpaiitorso storico e quello didattico.

Riportiamo di seguito il testo del problema:

o . sinx . 1-cosx
“Facendo uso del limite fondamenta'im)—x , calcolare il limite [![T(‘)—Xz elaborando almeno

due modalita di risoluzione”.

1.2.1 Analisi del testo del Problema

Il problema e stato concepito per essere propostadenti che avessero buone conoscenze matematiche

si tratta del limite di una funzione che non é wiédi nel punto in cui si vuole calcolare il limitgyindi, ci si

trova di fronte ad una forma indeterminata del 'aoe tale indeterminazione puo essere eliminata ¢on d

versi metodi.

Dunque, per risolvere tale quesito, € necessagasthbbia ben chiaro il concetto di limite, cheano-
scano i limiti notevoli fondamentali, i teoremi gkcalcolo dei limiti e che si sia in grado di diare la con-
tinuita e la discontinuita di una funzione. Inojtigisogna che alla base delle conoscenze nel campo
dell'analisi, vi sia una buona preparazione di lafgee trigopnometria.

Lo studente puo ricondurre la funzione ad una focma permetta di calcolarne il limite, eliminando |
forma indeterminata, mediante I'uso delle formubaigmetriche o dei teoremi per il calcolo dei limit

Considerato cio, abbiamo scelto di sottoporre gtl, tstudenti di quinto anno di liceo scientifictvecin
questa fase dei loro studi, dovrebbero possedarergquisiti di cui sopra ed essere in grado abetare piu
di una strategia risolutiva.

Abbiamo affrontato I'esperienza nei seguenti lgaentifici:

+ Liceo Scientifico Statale “S. Cannizzaro” (Palerino)

« Istituto Superiore “E. Basile” Sezione Liceo Scifitw (San Giuseppe Jafo)

Si ringrazia il docente dell’istituto, Prof. Cagha Arena.
Si ringrazia il docente dell’istituto, Prof. RdisavVascellaro.
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Ad entrambe le classi abbiamo assegnato lo stasbtema, con la differenza che gli studenti delelic
Scientifico “S. Cannizzaro” hanno avuto a loro disigione due ore di tempo per risolvere il probleman-

tre quelli del Liceo Scientifico “E. Basile” hania@uto a disposizione soltanto un’ora di tempo.

1.3. Strategie Risolutive: un’analisi a priori

Per evidenziare possibili ostacoli ed errori datjlevi coinvolti sperimentalmente, abbiamo analizein
una fase preliminare le possibili strategie risgkithe gli studenti avrebbero potuto mettere in. &ueste
si distinguono in strategie corrette, non corrett@n previste. Riportiamo di seguito un elencéedstate-
gie di risoluzione che abbiamo ipotizzato. Nel gaa$o successivo abbiamo integrato queste con alisan

comparativa di tre libri di testo utilizzati neltéassi coinvolte nella fase sperimentale.

» Strategie Risolutive Corrette

i 1-cosx . 0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad unmeiomdeterminateB ed osserva che le funzioni

f (x) =1-cosx ¢ g(X) = ¥ soddisfano le ipotesi del teorema di De L’Hopitaljndi, applica corretta-

. sinx
mente tale teorema e sapendo L'[T?)—X =1 risolve facilmente il limite proposto:

. 1-cosx ,. SiIX . SirK ‘
lim ———=Iim =lim %= =
x-0 X x-0 2X  x=02 X 2 2

i 1-cosx . 0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad unaddandeterminat—, procede moltiplicando numerato-

O ’

. sinx
re e denominatore per il fattc1+ COSX e sapendo cf'xlrﬁ)T =1 risolve facilmente il limite proposto:

. 1-cosx . T cox_%* cos_ . 4 cox 1. din 1
lim >— =lim — U =lim E =lim E =
x-0 X x-0  x* 1+cosx x-0 X B cosx x-0 X % Ccox
. 2

=Iim(smxj ! -ppt-1

x-0{ X 1+ cosx 1 zZ

jim 170 ¢ 0
83) e X2 — AR O
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Lo studente nota che tale limite conduce ad unadandeterminat . Per eliminare tale forma indeter-

0
, _ _ . .. X_ [1-cosx R
minata, lo studente, considera la formula di bezi SmE_ T ottenendo cosi

PR R . sinx _, _ o
1-cosx= 2si Se sapendo CI‘I)!T)T =1 risolve facilmente il limite proposto:

2

. o X .o X . X
_ 20t = 20sirf = sin- i)
=02y 2

m > > —
Xx-0 X X-0 X X- 0 X x> 02 X
am> -

N
ORI

2

i 1- cosx i 0
ST T

0

Lo studente nota che tale limite conduce ad unale[dndeterminata Per eliminare tale forma indeter-

, . . X _1-cosx X |1-cosx
minata, lo studente, considera la formula di bsez tan—=———- oppure tan— =, |——— otte-
2 sinx 2 1+ cosx

. . X .sinx _. _ o
nendo cosil—COSX= S|nthaH2— e sapendo chwgﬂT—l, risolve facilmente il limite proposto:

sinx[taré tarﬁ( sir«ﬁ(
. 1-cosx .. . SinX . sik 1

lim ———=Ilim > 2 =|im 3—2 =lim . —203 =
X-0 X X-0 X x-0 X X x>0 X 2

=tim XX gm 235 L optn= g ey=2.
x-0 X y-02 y ) cosy z 2’

I 1- cosx i 0
ST T

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad unadandeterminat <. Per eliminare tale forma indeter-

0
: . - X _ sinx X _ |1+ cosx
minata, lo studente, considera la formula di bisez COt~ =——— oppure COt—- =,/[——— otte-
2 1-cox 2 1- cosx
. 1 :
1-cosx= six(4—— . sInX _, _ o
nendo cos cotz e sapendo ck'xlm)—x =1 risolve facilmente il limite proposto:
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) 1
sinx Fx
cot— . . sin—
. 1-cosx .. . SInNX 1 . sirk 1 1
li 5 =lim > 2:|Im—E—|7:|Im . — 2D =
x-0 X x-0 X x-0 X x>0 x 2 X X

X E:Ot5 — COS_
2 2

i S gy 1S )y L gy 1 X
x-0 X y-02 y ) cosy 2 z 2’

jim 1750 ¢ 0
86) X00 Xz - L. 0
. - - - O - - -
Lo studente nota che tale limite conduce ad unaldondetermlnata Per eliminare tale forma indeter-

minata, lo studente, considera la formula di daazlicne cosX = coéx— SiAX ottenendo cosi

- cod X &iX . sinx __, _ o
COosSX= co 5" S e sapendo CFU%T =1 risolve faciimente il limite proposto:

1 1-cog >+ sif > SR>+ sify sih> 2 s
. 1-cosx _,. 2 . 2 2 . 2 . 2_
lim ———=Ilim > =lim 5 =lim =lim <=

X-0 X X-0 X X-0 X X- 0 X2 X- 0
4

. X
SIN— . 2
. . X
:||m£ _2 :||m£[€ﬂ] :_:I'Eﬂzz_ldovey:_;

x-0 2 X y-02 y 2 2 2
2
sy lim =0 _ ¢ 9
x-0 2 0
0
Lo studente nota che tale limite conduce ad unmdo'mdeterminatza ed osserva che le funzioni

f (x) =1-cosx e g(X) =X soddisfano le ipotesi del teorema di De L’Hopitaljndi, applica corretta-
mente tale teorema:

. Sinx
A questo punto, lo studente non ricorda il valoe loite fondamentah'xl[T})T, ma nota che le fun-

zioni U(X) =sin x ¢ V(X) = X soddisfano le ipotesi del teorema di De L’Hopitalindi, riapplica tale teo-
rema:

i 1—02()sx:Ii _1 smx:”m_ cox_ 1_

x-0 X x-02 X =02 1 2 2
jim 1750 ¢ 0

SS)XaO Xz - 0
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Lo studente nota che tale limite conduce ad unalddndeterminatﬁ e calcola tale limite per via geo-

. Ssinx
metrica, ricordando la dimostrazione del Iimitedamentale[![rg—x .

Tale dimostrazione si basa sull’utilizzo del teoagtdel confronto” o “dei due carabinieri”, dove \ggmo

sinx
considerate due funzioni di cui una che limita siggmente la funzionl—x , I'altra che la limita in

feriormente.

Come si pud vedere dalla figura, la lunghezza dgirentc PQ =Sin X risulta essere minore della lun-

ghezza dell'arc /AP = x che a sua volta & minore della lunghezza del segr AT = tan x; si ottiene cosi
la seguente disuguaglianza:
Sinx < x< tanx

. T
dividendo peiSINX (operazione lecita in quan0< X< E) si ottiene:

1< X 1

sinXx cosx

Invertendo i tre membri e cambiando, di consegudnaasi delle disuguaglianze, risulta:
sinx
1>——>cosx
X

A questo punto, applicando il teorema del confrdatciunzmneT -1 per X - 0", in quanto &
compresa tra le due funzioY =C0SX ¢ Y=1 | quali tendono contemporaneamente al lit! =1 per
X - 0",

. —_— L _osinx
Tale risultato si ottiene anche X — 07, poiché la funzmnT e pari.
o . sinx _
E’ possibile concludere ctlim——=1
x-0 X

e Strategie Risolutive Non Corrette

S9) Lo studente non riesce a risolvere il limite pregpo
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im0 i 9 o im0
S10) x-0 Na oo 0 x-0 NG
Lo studente nota che tale limite conduce ad unaeidndeterminata, non sa come trattare le forme in-

determinate e crede pertanto che il limite nont&sis

im=— %O ¢ O = [ limiico

Sll) X0 )(2 oo 0 X0 X2
- - . - O -

Lo studente nota che tale limite conduce ad unae[ondetermlnatB, non sa come trattare le forme in-

determinate e crede pertanto che il limite nont@sia particolare lo studente non si pone il peofs di co-
noscere il dominio della funzione e consideranilile come semplice sostituzione di 0 ad X;

im 1-cosx _ O_1
812) X0 X2 - -
Lo studente non si pone il problema di conoscedehinio della funzione, considera il limite coners

plice sostituzione di 0 ad x, e vede la forBacome rapporto di quantita uguali, e quindi pariLad

X-0
Lo studentenon si pone il problema di conoscere il dominidad&inzione, considera il limite come sem-

plice sostituzione di 0 ad x, assimila la for = aalla formaﬁ quindi pari a 0;

0
. 1-cosx _ . 1
lim =——— =1lim (1-cosx) 35 =+
x-0" X X= 0" X . 1-cosx _
S14) = lim———=+0
. 1-cosx _ . 1 x-0 X
lim ——=— =lim (1-cosx) 35 =+
x-0" X x-0" X

Lo studente tiene conto del dominio della funziazacola i limiti per x che tende a 0 da destraesidi-

stra, e li tratta entrambi come limiti del prodottodue funzioni: la prima(l_ COSX) limitata, la seconda

1
(Fj tendente a« per x che tende a 0. Essendo i limiti da destta sinistra coincidenti, lo studente con-

clude che il limite propostogli esiste e tendexa +

. 1-cosx _,. 1_
515)IX|ETAT—ILEnO(1—cosx)EI>(—2—+w
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In questo caso lo studente non tiene conto delmiondiella funzione, non distingue i limiti per xecken-
de a 0 da destra e da sinistra, tratta il limitenedimite del prodotto di due funzioni, una limédtaltra ten-
dente a 4 per x che tende a 0. Conclude che il limite propgistende a d;

. 1-cosx _,. 1 ,
SlG)H[@T:'l[nO(l‘COSX)GX—Z ~ fi. Qf+e)
In questo caso lo studente non tiene conto del miondiella funzione, non distingue i limiti per xecken-

de a 0 da destra e da sinistra, tratta il limitemedimite del prodotto di due funzioni, una tendeat0, I'altra
tendente a o per x che tende a 0. Lo studente nota che tal¢elioonduce ad una forma indeterminata

0[@+°°) e conclude che il limite non esiste;

. 1-cosx .0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad urmaidndeterminat6 ed applica il teorema di

De L'Hopital senza verificare le ipotesi, ricordanche tale teorema serve ad eliminare le formeténde
minate;

. 1-cosx . 0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad urmaidndeterminat6 ed applica il teorema di

De L'Hopital senza verificare le ipotesi, ricordanche tale teorema serve ad eliminare le formeténde

d
minate. Applica il teorema erroneamente, considlyapiuttosto che le singole derive q (1‘ COSX) e

X
d/,, d (1-cosx

—(X ) la derivate 5| — 2 | e ottenendo cosi risultati non corretti;

dx dx\ ¥

. 1-cosx .0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad ummaidndeterminat‘a, decide di semplificare la funzio-
ne per via trigonometrica e ricorda erroneamdtidentita fondamentale della trigonometrigponendo
1-cosx = siff x o0 1-COSX= SinX gppurel-cos x = co$X;

. 1-cosx . 0

94



“Quaderni di Ricerca in Didattica (Mathematics)h.21, 2011
G.R.I.M. (Department of Mathematics, UniversityRelermo, Italy)

0

Lo studente nota che tale limite conduce ad unmleidndeterminatﬁ e nel tentativo di ricondursi al li-

. . 2
mite notevole fondamentale, non ricorda che vakefuente identit:Sin® X = (smx) ;

. 1-cosx . 0

Lo studente nota che tale limite conduce ad urme[dndeterminatB e tenta di calcolare tale limite per

. SinX
via geometrica, ricordando la dimostrazione deitérfondamentahlxlﬁg—x , Mma senza ottenere il risultato

corretto;

. sinx
S22)Lo studente non ricorda il valore del limite fon@talelxlm)T e commette errori di vario gene-

re nel tentativo di calcolarlo.

» Strategie Risolutive Non previste

. sinXx
S23)Lo studente dimostra cll)![‘"(')—x =1 per via geometrica come mostrato nella strategja S

. sinXx
S24)Lo studente vuole dimostrare cL'[rg—X =1 per via geometrica procedendo similmente a come

mostrato nella strategia S8, ma commette errorncmecomportano variazioni nel risultato finale;

S25)Lo studente commette errori di trascrizione trpassaggio e l'altro;

S26)Lo studente ricorda erroneamente che il limiteptedotto di due funzioni & uguale alla somma dei
limiti delle due funzioni;

_ o . COS X _
S27)Lo studente considera nei vari passz'xlm) 2 =1,

i 1- cosx .0

0
Lo studente nota che tale limite conduce ad urmaidndeterminat6 ed applica il teorema di

De L’Hopital senza verificarne le ipotesi:
. 1-cosx _,.  SinXx_.. Sirx
lim =lim =lim —lE-I— =?

X-0 XZ
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. sinx
A guesto punto, lo studente non ricorda il valoeéluinite fondamentaln'lm)T, quindi, riapplica tale
teorema (senza verificare le ipotesi):
im 1-cosx _,. 1 _sirx CO% _

=7 OO i ™ = fim = =_.
X0 X x-0 2 X x-02 1 2 2'

S29)Lo studente ha le idee poco chiare riguardo aldmeardi De L’Hopital e lo applica in modo errato;

S30)Lo studente commette un errore nel derivare laifume SINX :
S31)Lo studente commette un errore nell’elevazionetarnxa;
S32)Lo studente ha delle difficolta nell'elaborare teategia S3 e pertanto non arriva ad una conclasion

S33)Lo studente commette degli errori perché copiaihpito da un compagno, il cui compito presenta
gli stessi errori.

1.4. Analisi comparativa dei libri di testo
I libri di testo presi in esame sono i seguenti:
1. L.Lamberti, L. Mereu, A. NanniCORSO DIMATEMATICA PER | LICEI SCIENTIFICI SPERIMENTALI
Tomo 2B, ETAS;
2. N. Dodero, P. Baroncini, R. Manfredipovi ELEMENTI DIMATEMATICA- Tomo B, Ghisetti e Corvi
Editori;
3. M. Battelli, U. Moretti, CORSO DIMATEMATICASPERIMENTALE ELABORATORIO- Vol.4, Le Monnier.

| primi due testi in elenco sono quelli adottatileelassi in cui abbiamo svolto le esperienze tiiictze; il
terzo € un ulteriore testo preso in esame, per acarip con gli altri due.
Analizziamo come i limiti notevoli sono trattati siascuno dei tre testi, ponendo I'attenzione wunité

1-cosx _ 1

. sinx .
notevole fondamenta [!%—X =1 e sul limite proposto come situazione proble'xm—xz 5

. sinx
Tutti i testi presi in esame affrontano la dimozivae del Iimite'x”ng =1 per via geometrica (come

mostrato nella strategia risolutiva S8).
Per quanto riguarda il limite proposto come sitaagiproblema i tre testi si pongono in manieraed#ii-
te. Il testo (1), adottato dalla classe V sez. (o Scientifico “S. Cannizzaro”, propone talmite come

esercizio, omettendo il procedimento di risoluzione
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. sinx
sempi svolti, come applicazione del limite fondam@[{%T =1, mostrando la strategia risolutiva S2

(ossia moltiplicando numeratore e denominatoreildattore 1+ COSX), Infine, il testo (3) pone tale limite

sinx

tra gli esempi di applicazione del limite fondanme E%T =1, usando la strategia risolutiva S3, che u-

. X
tilizza la formula di bisezion SIHE =

esercizio.

1-cosx
2

1.5. Analisi quantitativa dei dati raccolti e primeconclusioni

Liceo Scientifico Statale “ S. Cannizzaro” di Palermo

. Inoltre, tale testo, indica la strategia risolatiS2 come

S24

S1 S2 S3 S7 Siy S25 Sp6 S27 $28 S23
1 15 7 1 6 1 1 1 9 1
Tabella (A)
Liceo Scientifico "S. Cannizzaro"
16
14
12
8 10
c
S 8
o
® 6
LL
4 _
2 4
0 _
S1 S2 S3 S7 S17 S25 S26 S27 S28 S23 S24
Variabili
Istogramma (A)
Istituto Superiore “E. Basile” Sezione Liceo Scientifico di San Giuseppe Jato
S1 S2 S3 S7 S17 S25 S29 SBO $31 832
12 19 7 3 3 1 1 1 1
Tabella (B)
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Liceo Scientifico "E. Basile"

20
18
16 -
< 14
N 12 -
S 10-
g8
L 6 -
4,
2,
O,
S1 S2 S3 S7 S17 S25 S29 S30 S31 S32 S33
Variabili
Istogramma (B)
Risultati Complessivi:
S S S S S S S S S S S S S S S S
1 2 3 7 |17 | 25| 26| 27 | 28| 29 | 30 | 31| 32| 33 23 | 24
1 3 1
3 4 4 4 9 2 1 1 9 1 1 1 il
Tabella (C)
Risultati Complessivi
40
35
S
&
=}
o
L
S1 S2 S3 S7 S17 S25 S26 S27 S28 S29 S30 S31 S32 S33 S23 S24
Variabili

Istogramma (C)
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1.6. Analisi qualitativa dei dati

Nel maggio 2009 abbiamo sottoposto il problema stglilenti della classe V sez. G del Liceo Scientifi
“S. Cannizzaro” e a quelli della classe V sez. Aldeso Scientifico “E. Basile”; alla fine del terom dispo-
sizione gli studenti hanno consegnato un elaba@itto, che, nei giorni successivi, abbiamo azala evi-
denziando, a parte le strategie da noi previstepedbabili strategie di risoluzione da noi nonvste.

Qualche giorno dopo, siamo tornati in aula peruts® con ogni singolo studente, I'elaborato da ess
prodotto. Tale discussione é stata affrontata pempcendere I'origine degli errori commessi da aigisstu-
dente e per confermare le strategie di risoluzamaoi non previste.

| risultati ottenuti sono stati tradotti in datasstici e riportati nelle tabelle A e B rappresgatin prece-

denza. Analizziamo, ora, nel dettaglio i risultztenuti in ogni classe.

* Classe V sez. G del Liceo Scientifico “S. Cannizzadi Palermo
Gli studenti presenti in aula erano diciassetterstotale di diciotto alunni e alla fine delle doe a di-
sposizione, tutti gli studenti hanno consegnatalierato scritto.
Tutti gli studenti sono stati in grado di elaborahmeno due strategie risolutive (a prescinderdi éag-
r) e soltanto otto di loro hanno presentato unzatstrategia.
Inoltre, la maggior parte degli studenti, come pristrategia, ha calcolato il limite assegnatoaz#ndo il
teorema di De L'Hopital, anche se con procediméiviérsi. Come seconda modalita di risoluzione, alev

la strategia S2 che consiste nel semplificareldata del limite moltiplicando e dividendo la fulezie per il

fattore (1"' COSX) .

Coloro che hanno fornito una terza modalita diltzi@ne, hanno utilizzato in maggioranza la stra&

. X /1— COSX
che consiste nel semplificare il calcolo del linsfeuttando la formula di bisezi0|SlnE = T .

Per quanto riguarda I'applicazione del teoremaealiLlHopital abbiamo osservato che é stata effedtirat

modo corretto, ma soltanto due studenti ne hannboato le ipotesi (S1, S7).

. 1-co
Inoltre dieci studenti hanno calcolato il IimiL'[T})T applicando il teorema di De L’Hopital una

. sinx
seconda volta (S7, S28), mentre sette studentichdimostrato Chl[![rg)T =1 per via geometrica (S23,
S24), nonostante non fosse richiesto.
Infine abbiamo evidenziato tre casi in cui veng@ommessi o errori di trascrizione tra un passaggio
I'altro (S25) o errori dovuti alla scarsa conos@edei teoremi sui limiti (S26) oppure errori dovaiticalcolo
dei limiti (S27).
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» Classe V sez. A del Liceo Scientifico “E. Basile”$an Giuseppe Jato

Gli studenti presenti in aula erano venti su ualéoti ventidue alunni. Alla fine dell’ora a disjmsne,
tutti gli studenti hanno consegnato I'elaboratat&cr

Tutti gli studenti sono stati in grado di elaborahmeno due strategie risolutive (a prescinderédi éagp-
r) e dodici di loro hanno presentato una terzatsgia. Inoltre, gli studenti si sono divisi equameenel ri-
solvere il problema utilizzando come prime due ntitaldi risoluzione, o il teorema di De L’Hopitanche

se con procedimenti diversi, o la strategia S2 [yger diciannove volte) che consiste nel sempliéichcal-

colo del limite moltiplicando e dividendo la funmie per il fattore (1"' COSX) :

Coloro che hanno fornito una terza modalita diltzi@ne, hanno utilizzato in maggioranza la stra&

. X /1— COSX
che consiste nel semplificare il calcolo del linsfeuttando la formula di bisezionSlnE = T . Al-

tri tre studenti hanno avuto delle difficolta neléborare la strategia S3 e pertanto non arrivdnaena con-
clusione (S32), mentre uno studente nel tentativoeldborare tale strategia commette un errore
nell’elevazione a potenza (S31).

Per quanto riguarda I'applicazione del teoremaeaiLlHopital abbiamo osservato che é stata effedtirat
modo corretto da diciotto studenti (S1, S7, S1¥xud soltanto tre studenti non hanno verificatapetesi

(S17). Altri due studenti applicano tale teoremanivdo errato (S29, S30), uno dei quali commetteruore

nel derivare la funzionSINX (S30).
. agege H 1_ COSX . . .
Inoltre soltanto tre studenti hanno calcolatorilite L'[QT applicando il teorema di

. sinXx
De L’'Hopital una seconda volta (S7), mentre nestudente ha dimostrato CI)!ET?)T =1 per via ge-
ometrica (anche perché non era richiesto).
Infine abbiamo evidenziato due casi in cui vengoammessi o errori di trascrizione tra un passaggio
l'altro (S25) oppure errori dovuti al fatto che dtudente copia il compito da un compagno, il cunpiio

presenta gli stessi errori (S33).

1.7. Primi risultati e conclusioni

Gli studenti di entrambe le classi sono riuscigiradurre almeno due modalita di risoluzione, nocstst
gli studenti della classe V A del liceo “E. Basilabbiano avuto una sola ora di tempo a disposizane
I'esecuzione della prova, contro le due ore dilgdella classe V G del liceo

“S. Cannizzaro”.
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Venti studenti hanno provato ad elaborare una tsttzdegia, anche se non tutti in maniera corréita;
particolare otto su diciassette tra gli studentilideo “S. Cannizzaro”, dodici su venti tra quelkl liceo “E.
Basile”.

La maggior parte degli studenti della V G utilizeame prima strategia, I'applicazione del teoreined
L'Hopital, quelli della V A come prima strategiailiizano equamente sia I'applicazione del teoreimed
L'Hopital, sia la strategia S2. Cio puo essere wati dal fatto che il libro di testo adottato dallgd mostra

. 1-cosx
il calcolo del Iimite'me risolto mediante la strategia S2, mentre il tegtottato dalla V G non pre-

senta il calcolo di tale limite, ma lo inserisca ¢li esercizi proposti.

Risulta rilevante che quindici su venti studentiad® A abbiano verificato le ipotesi del teoremiaD
L'Hopital prima di applicarlo, mentre sono soltawhee su diciassette quelli della V G ad aver faitbo

Inoltre, sette studenti della V G hanno dimostrztie L'[QLQX =1 per via geometrica (nonostante non

fosse richiesto), cosa che non avviene nella V A.

Volendo fare un quadro globale delle strategigzatite, su un campione di trentasette studensitue-
zione € la seguente:

e il 100% degli studenti tenta di applicare il teoeemti De L'Hopital, di cui soltanto diciassette
verificano correttamente le ipotesi (S1, S7), dueenti lo applicano in modo errato (S29, S30) uno
dei quali commette un errore nel calcolare la deaidella funzionSiNX (S30);

* il 100% degli studenti tenta di utlizzare la stgien S2, di cui trentaquattro la applicano
correttamente (S2), due commettono un errore dictizone (S25) e un altro ha delle lacune
riguardo ai teoremi sui limiti (S26);

» il 54% degli studenti tenta di elaborare la strete®, di cui quattordici la applicano correttangent

(S3), tre non arrivano ad una conclusione (S32)p wommette un errore considerando

. COS X
lim

M =1(S27) e un altro studente copia il compito da umgagno, il cui compito presenta

gli stessi errori (S33).

Quindi, gli unici metodi che gli studenti hannoliadato per tentare di risolvere il problema sono o

I'applicazione del teorema di De L’Hopital, o il ftiplicare e dividere la funzione per il fatto(1+ COSX) :

. .. . X_ [1-cosx
oppure I'applicazione della formula di blse2|(Sln§ = T .
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Probabilmente la totalita degli studenti prediliggplicazione del teorema di De L’'Hopital perchéro
strumento apparentemente semplice e immediato @msenta minori ostacoli didattici rispetto adealt

strategie.

Per quanto riguarda il moltiplicare e dividere UaZione per il fattor: (1"' COSX), possiamo dire che gli
studenti della VV A utilizzano, forse, tale metoderghé il loro libro di testo riporta la strategia; nentre gli
studenti della V G lo elaborano ricordando, prolmaénte, qualche metodo di risoluzione propostoassp-
to dal docente.

| venti studenti che hanno tentato di elaborarstiategia S3, hanno utilizzato la formula di bieegi

X

. /1— COSX
SmE = —2 perché probabilmente e la formula trigopnometricagemplice che permette di ottenere

il termine (1_ COSX) )

Invece, abbiamo osservato che gli studenti nonduem affatto in considerazione (forse perché meno

immediati) i seguenti metodi:

" o X _1-cosx X _ |1-cosx
« lutilizzo delle formule di bisezione QN5 =——— oppure, tan_=,/———,
2  sinx 2 \V1+cosx

cotX = sinx cot” = [1+ cosx
2 1-cosx PPUE T T cosc !

 l'utilizzo della formula di duplicazion COS X = coéx— sihx;

_ . 1-cosx _ _
e il calcolo del I|m|te|x|m)—x2 per via geometrica.

2. Seconda situazione sperimentale

Considerati i risultati ottenuti con la prima speentazione, abbiamo proseguito il nostro lavoroagirca
elaborando una seconda fase sperimentale, defmitana situazione a-didattica (Brousseau, 199#ptani
ad una possibile esplicitazione degli ostacoli tliciae epistemologici rilevati nella prima indagirsperi-
mentale e legati alla definizione di limite.

Tale situazione a-didattica rappresenta una falskd®o, utile per la falsificabilita delle ipotedefinite,
in questo senso in maniera esplicita:

“Se il concetto di limite di una successione vignesentato ad una classe sperimentale come sitoazio
a-didattica, allora gli studenti riusciranno ad aweuna maggiore consapevolezza dell'idea di limeitdella
sua definizione formale”
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La sperimentazione & avvenuta in due classi dedd_Bcientifico Statale “S. Cannizzaro” di Paletmo
nell'aprile 2010; le due classi sono state sceltenodo da avere, in partenza, una situazione egwayo,
una preparazione matematica equivalente e un d¢orgesiale simile.

Precisamente, la classe V G e stata utilizzata adasse sperimentale, mentre la classe V C comnssela
di controllo.

La classe sperimentale & quella in cui viene praplassituazione a-didattica realizzata e in quisegui-
to, viene proposto un questionario (riportato ipexlice).

Allo stesso questionario viene sottoposta anclutakse di controllo, per procedere alla falsifiebdel-
le ipotesi tramite il confronto dei risultati pratiala entrambe le classi.

Tale questionario (uguale per le due classi) sanestare qual & I'approccio delle due classi atetio di
limite di successione e, di conseguenza, verific@da classe sperimentale (sottoposta alla sdneaza-
didattica) dimostra di avere una migliore conoseetiztale concetto. Quest'ultimo é il risultato atiesi a-

spetta; d’altro canto, il questionario é statoirzako con lo scopo di “andare contro” I'ipotesi.

2.1.1l limite di una successione numerica: Il gioco dé& bocce
Abbiamo elaborato la situazione a-didattica dekcgidelle bocce, relativa al limite di una succassio
numerica. Tale situazione si articolava nel modyueate:

Si lancia il pallino su una guida graduata (conitajt A seconda della forza che si esercita sllinm

questo si posizionera ad una certa dist: £ 1zill’'origine 0 (posizione iniziale di lancio).

Il gioco si svolge fra due gruppi di giocatori (ahi della classe): Gruppd e Gruppad.

Inizio del gioco:

| giocatori di entrambe le squadre iniziano a lareia turno le bocce numerate tentando di effettdar
tiri che permettano alle bocce di raggiungere ustadza che sia piu prossima possibile alla pos&idel
pallino. Contemporaneamente, costruiscono unaltatlel’e ad ogni boccia viene fatta corrisponderdi1a

stanza dall’origine, creando cosi una tabellaiget t

Boccia Distanza della boccia dall’origine
1 X
2 %
n X

Siringrazia il docente dell’istituto, Prof. Piata Sampino.
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Dopo aver eseguito un numero abbastanza elevédadj il gruppoA sceglie un numero arbitrar€ > 0

abbastanza piccolo, considerando cosi sulla guidatervallo del tipo ] -€, 1+ € [.

Se il gruppaB, riesce a trovare un numero positN =N,  tale che comunqu& prenda una boccia con-

trassegnata con un numeranaggiore d s, risulta la distanza di tale boccia dal pallinengwesa trd - €

e | + € alloraB vince questa prima fase del gioco.

Il gioco prosegue, scegliendo il gruppaad ogni fase altri valori (& >0 sempre piu piccoli; se per ogni

€ B riesce a trovare ul:tale che sia soddisfatta la condizione precedetitera vince il giocoB, altri-

menti vinceA.

v

[ [ [ [ [
o) X, |-€ | | €

A tale situazione a-didattica sono state appoléaseguenti modifiche:

Il gioco non si svolge piu fra due squadre di giodalLe squadre, adesso, sono tre : Squadra A
(costituita da noi sperimentatori), Squadra B eaBga C (costituite dagli alunni della classe).

Questa modifica € dovuta al fatto che, avendo podigione un tempo limitato per I'esecuzione

della prova (60 minuti circa) e dovendo eseguite prova per diversi valori (¢, non & possibile

lasciare agli studenti la scelta di tali valoritrkhenti, potrebbe accadere che una squadra adbia |
possibilita di scegliere pitl volte il valore €. rispetto all'altra e, quindi, una maggiore protighii

vincere il gioco. Questa scelta consente, quindimdttere le due squadre di studenti in una

situazione equa, concorrendo entrambe per trovaadoire di - .
La scelta dei valori ¢ ¢ affidata alla squadra A (per le motivazioniteitael punto precedente).

Le posizioni occupate dalle bocce nei lanci nonospiu arbitrarie, ma seguono una determinata

n-1
successione numeri<(—n j che sappiamo convergere ad un certo lin/ =1), perché non &
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possibile rappresentare praticamente una situazgererica (che si presenterebbe con delle
posizioni casuali delle bocce). Inoltre, tale scglermette di associare alle posizioni assunte dall

bocce, il concetto di successione numerica, fornata a livello analitico.

e Dal punto precedente, segue anche che non & passei costruire la tabella che metteva in

relazione il numero dei lanci con le distanze detiece dall’origine.

« Al gioco si aggiunge una fase preliminare, in clata la successione delle posizioni assunte dalle

bocce, si richiede di trovare una formulazione mmatiica che consenta di esprimere tali posizioni

n _1 . . . . . . . -
_n . In questa fase, non vi e suddivisione in squadeegli alunni competono singolarmente.

Segue, adesso, la situazione a-didattica preseintatasse, suddivisa in quattro fasi: consegnmnaz

formulazione e validazione.

2.1.1. Fasi di Consegna e Azione

Il gioco delle bocce richiede abilita e strate@apud giocare uno contro uno, a coppie, a tern€ia-
scun giocatore a turno fa rotolare (accostareplzia verso il pallino (la boccia piu piccola), pedente-
mente lanciato sul campo. | punti vengono asseg@ngibcatori le cui bocce si sono avvicinate di ai pal-
lino.

Supponiamo che le posizioni assunte dalle boco® $&gaseguenti:

1 2 3 4 5
'2'3'4'5" 6" "

Osservando tale sequenza, esiste una formula natarobe permetta di esprimere tali posizioni?

In caso affermativo, determinare tale formula.

Vince questa prima fase, lo studente che la deterpér primo ed ottiene un punto bonus che andra a
sommarsi ai punti della squadra di cui successivéenf@ara parte.

Questa prima fase puo essere vista a sua volta gspmsituazione a-didattica relativa alla formalzp-
ne analitica del concetto di successione; quindsiste anch’essa di quattro fasi: consegna, azforrapula-

zione e validazione.

Adesso inizia il gioco vero e proprio.

Si lancia il pallino su una guida graduata (contajt A seconda della forza che si esercita sllinm
questo si posizionera ad una certa dist: £ 1zill’'origine 0 (posizione iniziale di lancio).
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Stabiliamo che tale distanza sia par ¢ =1.
Si formano tre squadre: la prima (squadra A) agitditda noi sperimentatori, le altre due (squadra B
squadra C) ottenute suddividendo la classe in dugpg Ogni squadra deve avere un proprio portavoce
Comincia il gioco la squadra A scegliendo un nunositivo € abbastanza piccolo, contrassegnando
cosi sulla guidaivalor/-€, £ +€

Le squadre B e C iniziano a lanciare a turno lecbds modo tale che la posizione occupata dall@iboc

n-1
nell'’n-esimo lancio rispetti la formula determinaigla prima fas|(—n j .

Inoltre, si deve rispettare la condizione che dgncio sia piu prossimo al pallino rispetto al lnprece-
dente.
Da cio segue che: al lancio 1 corrisponde la pos&i, al lancio 2 corrisponde la posizi<§3 al lancio

2

3 corrisponde la posiziorg , € COSi via.

Lo scopo del gioco & determinare (se esiste) ilerorminimo di lanc." che bisogna effettuare affinché,
a partire dal lancio successivo, la distanza deltzia dal pallino sia sempre minore£li

Vince questo primo round del gioco chi tra le sqaddl o C riesce a trovare per prima il valoreMJied
ottiene un punto.

Se tale valore non viene trovato allora vince lzasiya A.

Si prosegue il gioco per round successivi conioltievalori di € via via sempre piu piccoli.

Vince la squadra che totalizza piu punti.

In appendice é riportata la scheda, contenentglele del gioco, che € stata consegnata a ciatodens
te della classe sperimentale. Inoltre alle squdeeC e stato consegnato un foglio formato A3 dowker

annotare le varie strategie risolutive da loro etate.

2.1.2. Fasi di Formulazione e di Validazione

Ciascuna squadra ha ricevuto una copia delle regglgioco (riportata in appendice) ed ha avute-a d
sposizione 60 minuti circa per affrontare l'intprava.

Dopo la lettura delle regole della prima fase detag, gli studenti hanno associato immediatameliée a
sequenza di punti, il concetto di successione niganer

Uno studente, inoltre, ha chiesto se il valore Bigponde alla posizione della boccia dopo il prilao-
cio.
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Per quanto riguarda la validazione relativa a quéste del gioco, gli studenti hanno avanzato déever

n-1 n-1
proposte, tra le quali ne sono state messe irtaislab:—n+2 ed P Incrementando il valore di, si so-
_ n-1 ) n-1 _
no resi conto chw—m_2 non si adattava alla sequenza data, me—n risultava essere la formulazione

corretta.

Ottenuto cio, gli studenti sono stati invitati dleftere sul perché avessero utilizzato la formiolae

n-1 x-1
P piuttosto cheT. La risposta € stata piu che soddisfacente, pdiah@o detto che si operava con

numeri naturali € non con numeri reali.

Nella seconda fase del gioco, dopo avere divistalsse in due squadre e aver nominato un portaiace,

squadra A ha cominciato il gioco comunicando ibvaldi € (: 0'1) .

Entrambe le squadre (B e C) hanno cercato il valoreprocedendo per sostituzione e approssimazioni

successive; la squadra B, sapendo (=1led€é= 0’1, ha calcolatc! —€ = O’Q:E e accorgendosi che

per N =10 sj ha esattamennT_1 :1—%, ha proposto alla fine il valore correttoN =10, La squadra C ha
fatto lo stesso ragionamento ma ha dato comeatsiN = 9,

Quindi ha vinto il primo round la squadra B a c@itéto assegnato un punto.

Poiché in questo primo caso il valore€liconsentiva di determinare facilmente il valordi{per sosti-
tuzione), entrambe le squadre non si sono preotewp@laborare una strategia utile alla determareez di
N per qualsiasi valore (€ : infatti, nel caso in cL€ fosse stato molto piccolo, sarebbe risultato teolap

borioso il procedimento per approssimazioni suéeess

Per indurre gli studenti alla ricerca di una tatategia, nel secondo round si & pc€ = 0,05,

A partire dal concetto di distanza tra due purttlizaando le disequazioni con valore assolutorambe

1
le squadre sono pervenute al risultn <E = n<20 (anche se con pareri contrastanti).

n-1
Un solo studente della squadra C ha sostenutoeleeakser T _f‘ =&,

Quindi nessuna delle due squadre B e C e riusdtalil risultato corretto, pertanto il round atstvinto
dalla squadra A, che ha guadagnato un punto.
Prima di iniziare il terzo e ultimo round, gli semi hanno ricevuto dei semplici suggerimenti indmaa

poter correggere gli errori commessi nei precedentd e formulare una strategia vincente.
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A questo punto, per verificare se gli studenti évesrealmente in grado di mettere in atto unaegrat

vincente, é stata introdotta una nuova succes &, = e quindi/ =4,

2n+3
Si e dato il via al terzo round, assegnandw_“:aidvalore 0,5.

Entrambe le squadre hanno attuato la strategi@niacma e stata la squadra B a fornire il riswltatr-

21 —
retto N> ? =10,5 approssimando correttamente n(g) - 10, aggiudicandosi cosi il round.

Il gioco é stato vinto dalla squadra B, come si puiicere dalla seguente tabella:

Squadra A B C
Portavoce Sperimentatori Grrwwkrnk Crxrrx
Preliminare 1
1° Round 1
2° Round 1
3° Round 1
Totale Punti 1 2 1

2.2. Scelta di un gruppo di controllo per la falsitazione delle ipotesi

L’obbiettivo di questa seconda ed ultima parteadsiconda sperimentazione e quello di verificareola
stra ipotesi:Se il concetto di limite di una successione vipnesentato ad una classe sperimentale come si-
tuazione a-didattica, allora gli studenti riuscirao ad avere una maggiore consapevolezza dell'idéand
te e della sua definizione formale”

A tal fine si &€ operato in due classi distinterelilla classe sperimentale in cui & stata projasaua-
zione a-didattica (di cui sopra), si & presa insterazione una seconda classe come gruppo doiontra-
le gruppo serve per cercare di falsificare I'ipgtgsindi dovra produrre risultati che, confrontetin quelli
della classe sperimentale, mettano in evidenzamighore o uguale consapevolezza dell'idea di lemit
della sua definizione formale, non essendo statosasto ad una situazione a-didattica.

Pertanto si & formulato un questionario fondatocsuicetti di successione e del suo limite, chenamie-
ra non esplicita, erano presenti nella situazicdadattica. Va sottolineato il fatto che tali cottcaon risul-
tavano del tutto nuovi agli studenti, in quantoneratati introdotti, soltanto marginalmente, corasacparti-
colare nell’ambito dei limiti di funzioni.

Il libro di testo adottato da entrambe le classt@orso base blu di matematica 5 moduli” vol. 3Mii

Bergamini, A. Trifone, G. Barozzi (Zanichelli). Qiliconcetto di limite di una successione & statoiotto
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come simile a quello di limite di una funzione,tebheando che il dominio & l'insieme dei numerturali e
non un intervallo.
Entrambe le classi sono state sottoposte contemgamgente allo stesso questionario nell’aprile 2010.
In appendice viene riportato il questionario prapadle classi, mentre, di seguito, una analishgjtetiva

e qualitativa dei risultati prodotti.

2.2.1. Analisi quantitativa dei dati raccolti

V G Liceo Scientifico Statale “S. Cannizzaro™ di Palermo
(classe sperimentale)

Istogramma A

V G (classe sperimentale)

14
12
S 10 O Esatte
§ 8 1 @ Non Esatte
g 6 OVarie
L a ONon Svolte
2 n
o L ]

1 2 3 4 5 6

Numero Quesito

V C Liceo Scientifico Statale “S. Cannizzaro” di Paermo
(classe di controllo)

Istogramma B
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V C (classe di controllo)

12
10
< g O Esatte
N
o ] B Non Esatte
S 6 .
=7 OVarie
L 47 ONon Svolte
2 7 |_|
O |
1 2 3 4 5 6

Numero Quesito

2.2.2. Analisi qualitativa dei dati raccolti

Nell'aprile 2010 sono stati sottoposti al questitmgcontemporaneamente) gli studenti delle cl&s&i e
V C del Liceo Scientifico “S. Cannizzaro”. Alla gndell’ora tutti gli studenti hanno consegnatodt®rato
scritto, che, nei giorni successivi, € stato amalia distinguendo tra risposte esatte, risposteesatte, ri-
sposte varie e quesiti non svolti. Sono stati diaati come risposte varie i seguenti casi:

= risposte esatte con procedimento non corretto,

= risposte esatte con procedimento mancante,

* risposte esatte con procedimento non conforme Hoguehiesto (in esempio puo essere dato nel
guesito N.6 all'interno del quale gli allievi hanngalcolato il limite piuttosto che verificarlo
mediante la definizione ste3sa

= procedimento corretto senza risposta.

| risultati ottenuti sono stati tradotti in datasistici e riportati nei grafici rappresentati irepedenza.

Si discutono, in seguito, i risultati prodotti irmscuna delle due classi.

* V G Liceo Scientifico Statale “S. Cannizzaro” di Ramo (classe sperimentale)
Gli studenti presenti in aula erano diciassettarstotale di venti alunni, ma soltanto in quindieinno af-
frontato il questionario in quanto erano preseuatadte lo svolgimento della situazione
a-didattica.
Analizzando singolarmente ogni quesito, con l'aasikell'istogramma A, si evince che:
Quesito 1 tutti risolvono il quesito; in nove rispondonoareeitamente applicando il teorema di
unicita del limite, mentre i restanti sei rispondan maniera non corretta;

Quesito 2 tutti risolvono il quesito; in quattordici rispdano correttamente ma uno non motiva la

110



“Quaderni di Ricerca in Didattica (Mathematics)h.21, 2011
G.R.I.M. (Department of Mathematics, UniversityRelermo, Italy)
risposta; uno soltanto risponde in maniera nonettary

Quesito 3tutti risolvono il quesito; in tredici rispondomorrettamente, gli altri due risolvono la
prima successione ma non la seconda;

Quesito 4 tutti risolvono il quesito; in tredici rispondomorrettamente di cui due commettono
degli errori nel risolvere la disequazione e tr@ maotivano la risposta; due rispondono in maniera
non corretta perché commettono degli errori nelvere la disequazione;

Quesito 5solo undici studenti risolvono il quesito; inteetispondono correttamente ma solo in
quattro utilizzano un procedimento corretto; ajtrattro risolvono il quesito in maniera
non corretta;

Quesito 6tutti risolvono il quesito rispondendo correttartee ma quattro di questi piuttosto che

verificare il limite applicando la definizione, medono direttamente al calcolo del limite.

* V C Liceo Scientifico Statale “S. Cannizzaro” di Ramo (classe di controllo)

Gli studenti presenti in aula erano dieci su ualéotli ventisette alunni.

Analizzando singolarmente ogni quesito, con I'aaslell’istogramma B, si evince che:

Quesito 1 tutti risolvono il quesito; soltanto uno rispontt@rettamente dicendo che la successione
in esame € indeterminata, mentre i restanti n@gornidono in maniera non corretta;

Quesito 2tutti risolvono il quesito in maniera corretta;

Quesito 3tutti risolvono il quesito; in sette rispondonariettamente, gli altri tre risolvono la
prima successione ma non la seconda;

Quesito 4 tutti risolvono il quesito; in quattro rispondonorrettamente, tre di questi commettono
degli errori nel risolvere la disequazione; i reftaei rispondono in maniera non corretta perché
commettono degli errori nel risolvere la disequagio

Quesito 5solo quattro studenti risolvono il quesito; inedispondono correttamente di cui uno
svolge parzialmente il quesito senza concludere;rdolvono il quesito in maniera non corretta;

Quesito 65solo in sette provano a risolvere il quesitoswiuno piuttosto che verificare il limite
applicando la definizione, procede direttamenteaidolo del limite; i restanti sei risolvono il cgi®
in maniera non corretta, due di questi provanordieare il limite applicando la definizione in ma-

niera errata, gli altri quattro provano a calcollhenite commettendo errori.
2.3. Conclusioni relative alla seconda fase sperimitzle

Si mettono, adesso, a confronto, i risultati deggjionari svolti in entrambe le classi, che necedenti

paragrafi sono stati analizzati singolarmente.
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Nello svolgimento del quesito n.1, gli studentietMvero dovuto tener conto dell’'unicita del limiséret-
tamente connessa all’'unica posizione assunta tialgael gioco delle bocce.

Infatti gli studenti della classe sperimentale bhano risposto correttamente al quesito, hannddesan-
to di questa proprieta facendo riferimento allaadione a-didattica; mentre I'unico studente delésse di
controllo che ha risposto correttamente si € aoadre la successione proposta e indeterminata.

Per quanto riguarda i quesiti n.2 e n.3, i risultatplessivi delle due classi non presentano diffee ri-
levanti; probabilmente cio € dovuto al fatto che figpondere hanno fatto appello alle nozioni (seppar-
ginali) gia in loro possesso.

Il quesito che piu richiama la situazione a-didattie il n.6 in quanto la successione proposta

_n+1

(an __n j si presenta analiticamente simile alla successjmesentata durante I'attivita a-didattica

(an :_n j . Nella classe di controllo nessuno studente &€itms risolvere I'esercizio in maniera corretta,

solo uno ci ha provato, ma calcolando direttaméfitaite.

Invece, nella classe sperimentale tutti hanno sv@sercizio ed undici di questi in maniera caadveri-
ficando il limite mediante la definizione).

Il quesito n.5 richiama la situazione a-didatticarmianiera meno esplicita rispetto al quesito mtii si

parla di numero di punti che stanno al di fuorudicerto intervallo che possono essere pensati damue

mero dei lanci da determinare nel gioco delle b«(n(f)) )

La forma meno esplicita del quesito ha comportéfficalta in entrambe le classi, ma nonostante &0,
classe sperimentale ha prodotto risultati mighimpetto alla classe di controllo.

Riguardo alla situazione a-didattica, assume ingpad anche il quesito n.4, che si presenta in omaaf
pit semplice rispetto ai quesiti n.5 e n.6; perstenotivo, in entrambe le classi, tutti gli stutldranno
provato a risolvere il quesito. Nella classe ditoalfo un solo studente é riuscito a risolverlorettamente,
mentre in quella sperimentale addirittura in oo presentato una soluzione corretta.

In conclusione, I'analisi comparativa dei risultdtientrambe le classi, induce a pensare che $selspe-
rimentale abbia tratto beneficio dalla situaziordidattica. Quindi la sperimentazione condottadeondo
noi, validato l'ipotesi secondo la quale proporgdi allievi una situazione di gioco mirata all'aggjgione
embodied dei concetti di intorno, successioneadix infinitesima etc. puo dare loro una maggionesa-
pevolezza dell'idea di limite e della sua definigdformale

Ma I'esperienza descritta e stata svolta soltamtiuie classi di una sola scuola di Palermo, quéntices-
sario evidenziare il fatto che il campione in esaipelta limitato per poter affermare con certeitzaion e-

sito dell’esperimento.
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3. Considerazioni finali dell'indagine sperimentale

Dai risultati ottenuti nel complesso delle due spentazioni, riteniamo necessario, infine, disoeitalicu-
ne questioni che, dal nostro punto di vista, ricoprparticolare rilevanza.

Nella prima situazione sperimentale a nostro pdmestudente si trova di fronte ad una tipologiaskr-
cizio diversa da quella che usualmente € abituataffiontare. Allo stesso tempo si trova costratidover
analizzare il problema da piu punti di vista dalnemto che viene richiesta piu di una modalitasdiluzio-
ne e, quindi, a dover far ricorso a nozioni acgeidurante tutto il corso di studi.

Mentre nella seconda situazione sperimentale, siecoai, o studente, di fronte ad una situaziongiah
co mirata all’'acquisizione embodied dei concetiinttbrno, successione, distanza infinitesima etcahpos-
sibilitd di acquisire una maggiore consapevolezdtidea di limite e della sua definizione formale

Per quanto riguarda lo sperimentatore la primaasitine € utile perché, in base alle strategieuis@
adottate dai ragazzi, evidenzia quali sono gli erguati in cui lo studente risulta essere piu prefpagaquelli
in cui possiede maggiori lacune.

Inoltre, dal confronto tra gli elaborati prodottigli studenti e I'analisi comparativa dei testlimtiati nelle
classi, risulta evidente come i differenti appragieino influenzati dai diversi metodi di esposigandi pre-
sentazione degli argomenti adottati da ciascur.t€3tindi, dalla sperimentazione é possibile ricawdati
utili per riconoscere quali, tra i vari metodi, nanmaggiori probabilita di produrre una migliorengaren-
sione degli argomenti trattati e una assimilazipiteprofonda dei concetti.

Ancora, riteniamo che le strategie risolutive noavjste e i piccoli errori commessi dagli studeatibia-
no avuto un ruolo fondamentale, non solo nell’ambi¢lla prima esperienza, mettendoci di frontet@asi
zioni che in precedenza non avevamo pensato povegsedursi, ma anche nella costruzione della sdeon
situazione sperimentale, in quanto ha evidenzilienaaspetti sulla cui trattazione abbiamo, cpsituto
porre maggiore attenzione.

In questa ultima fase del lavoro, cid che credia@ingbbia portato alla elaborazione di maggiori $pdin
riflessione e di discussione, in maniera piuttadt@ace e costruttiva, e stata la realizzazionendi situazio-
ne a-didattica, con il successivo apportarvi di ificiie nell’intento di renderla effettivamente rigahbile in
classe, con lo scopo di avere la possibilita direnire coi ragazzi in modo diverso dal consueto.

La situazione a-didattica, come gia detto, si élata, a nostro parere, un utilissimo strumenta pegaz-
zi, che hanno potuto acquisire una maggiore conségeza di concetti che prima avevano, per lorocamn
rattere quasi del tutto astratto e di conseguerzalgmatico; ma anche per noi sperimentatori, ¢cisgaono
trovati a dover sciogliere tutti i nodi teorici revidenti man mano che la nostra analisi si fagauaappro-
fondita. In questo processo, quindi, anche noi siamdati piu a fondo nei concetti, acquisendo,,an%

maggiore padronanza dei concetti.
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Si é trattato di una vera e propria traduzionerdconcetto astratto in qualcosa di reale, conassd pos-
sibile avere un approccio concreto e, il piu paksilsemplice.

Pertanto, siamo riusciti a catturare l'interessglidgudenti che hanno partecipato attivamentereestu-
siasmo all’esperimento.

La buona riuscita degli esperimenti ci da ragionerddere, come futuri insegnanti, che situaziqars
mentali come quelle trattate siano molto utiliiai Hlella didattica; infatti, dando modo di evidérz pregi
ed eventuali lacune dei percorsi didattici seguitornendo un possibile approccio all’argomentttdta, si
propongono come utili strumenti per un successiiglionamento dei metodi di insegnamento da adattare

Nonostante I'esito degli esperimenti sia stato tpasi ci teniamo a sottolineare che tali esperirnsaho
stati effettuati presso due scuole della proviniciRalermo, con contesti molto simili; non & quiddi esclu-
dere che, in un contesto diverso, I'esito di spentazioni analoghe possa non essere il medesintoet a
tanto soddisfacente.

In ogni caso, il fine che abbiamo cercato di peugegcon questo nostro lavoro, é stato quello thife
un piccolo contributo allo studio in didattica, Arcse, il tutto costituisce, a nostro parere, sttan possi-
bile punto di partenza, che, rimesso ad ulteripersnentazioni e rielaborazioni, potrebbe esserggma-
mente utile ai fini didattici.
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Appendice |

FASE 1 Il gioco delle bocce richiede abilita e strated@apud giocare uno contro uno, a coppie, alter-

ne..... Ciascun giocatore a turno fa rotolare (aere¥ta boccia verso il pallino (la boccia piu i), pre-
cedentemente lanciato sul campo. | punti vengogegmeti ai giocatori le cui bocce si sono avviarditpiu
al pallino.

Supponiamo che le posizioni assunte dalle boco® $&aseguenti:

1 2 3 4 5
'2'3'4'5" 6"

Osservando tale sequenza, esiste una formula natarobe permetta di esprimere tali posizioni?

In caso affermativo, determinare tale formula.

Vince questa prima fase, lo studente che la determpéer primo ed ottiene un punto bonus che ang

sommarsi ai punti della squadra di cui successivéen@ara parte.

FASE 2 Si lancia il pallino su una guida graduata (ctirita). A seconda della forza che si esercita
pallino, questo si posizionera ad una certa dist £ dall’origine 0 (posizione iniziale di lancio).

Stabiliamo che tale distanza sia par £ =1.
Si formano tre squadre: la prima (squadra A) agitditda noi tirocinanti, le altre due (squadra &jaadra

C) ottenute suddividendo la classe in due grupghi@quadra deve avere un proprio portavoce.

ra a

sul

Comincia il gioco la squadra A scegliendo un numeositivo € abbastanza piccolo, contrassegnahdo

cosi sulla guidaivalor/-€, £ +€
Le squadre B e C iniziano a lanciare a turno lecboe modo tale che la posizione occupata dall@ibg
nell’n-esimo lancio rispetti la formula determinailla prima fase.

Inoltre, si deve rispettare la condizione che dgncio sia piu prossimo al pallino rispetto al lingrece-

dente. Da cio segue che: al lancio 1 corrispong@sizione 0, al lancio 2 corrisponde la posiziE e

2
al lancio 3 corrisponde la posizio , e cosi via.

3"

Determinare (se esiste) il numero minimo di leMsthe bisogna effettuare affinché, a partire datitu
successivo, la distanza della boccia dal pallinssimpre minore (€.

Vince questo primo round del gioco chi tra le sqaddl o C riesce a trovare per prima il valoreiied
ottiene un punto. Se tale valore non viene troedtwa vince la squadra A.

Si prosegue il gioco per round successivi coniotievalori di € via via sempre piu piccoli.

Vince la squadra che totalizza piu punti.
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Appendice Il

COGNOME......coi i e, NOME......coiiiiiiiii i, CLASSE..........
Nelle applicazioni si presentano frequentementeitum reali Y = f(x)' il cui insieme di definizione &
linsieme N dei numeri naturali.

Def. Si chiama successione reale ogni funzione avemtdgueinio linsiemeN dei numeri naturali e per

codominio un insieme di numerire R .
Dalla definizione di limite di una funzione pX = ¥ si deduce immediatamente quella di limite di una

successione.

Def. Data la successione di numeri re &, &,8,.-,8 - sj dice che essa ha per limite il num¢ do

converge ac’), per N = +© ¢ sj scrive M & =/ se Oe>0 [n(€) tale che ON>N(&) risulti

n - +oo

|an ‘f| <€, (cioé, comunque si fissi il numerf,>O e sempre possibile trovare un termine della succes

sione dopo il quale tutti i termini differiscono /3 in valore assoluto, di una quantita minor.€ i

Una tale successione si dicenvergente

QUESTIONARIO

1) La succession(—l)n ammette come limiti 1 e -1
PO o
1
2) La succession&h :ﬁ converge ¢ =1
PO 2
3) Scrivere i primi quattro termini delle seguenti Gegsioni, i cui termini generali sono dati dalle
sin(nﬂj 1\"
formule: _ 2), b, =|1+—
= n
n
5n-3

. 5
con NUNg: s haJLeramq =§.

5n-3
~5| <€ per:

4) Consideriamo la successione il cui termine gener &, =

Infatti, essend€ un numero positivo arbitrariamente piccol on 5

2& 3 3 3 3
n>?’ n>2—£’ n>§£, [D] n>—2—£, n>z

P IO ? .o
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3n-5 3n-5 1

lim =— i
on+4 © sapendo che " on+4 3 determinare

5) Data la successione di termine gene &, =

1 1 1 1
. . . . . ’e PR , —+
il numero dei punt&, posti al di fuori dell mtervallc(3 1000 3 lOOJ'

. n+l
6) Verificare, applicando I'opportuna definizione seguente uguaglian. lim —=1

n-+o N
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