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Resumen.El objetivo de este estudio es analizar la inflig |

esquema aditivo en el desarrollo del razonamierdpgrcional en
estudiantes de educacion secundaria. 558 estuslidateducacion
secundaria respondieron a un cuestionario de prase
proporcionales y no proporcionales. Los resultdaddigan (i) que

la capacidad de los estudiantes en identificar rielaciones
proporcionales en los problemas proporcionales mplica

necesariamente que sean capaces de identificactamente las
relaciones aditivas en los problemas no proporéasnay

viceversa; y (i) que el tipo de relacion multgativa entre las
cantidades (entera o no entera) influia en el rmieeExito en la
resolucién de los problemas proporcionales y npgneionales.

Abstract. The focus of this study is to analyse the infllen€the
additive schema in the development of secondargaddtudents’
proportional reasoning. A test consisted of prdpogl and non-
proportional problems was solved by 558 secondarfyod
students. Results show (i) that students’ abildyidentify the
multiplicative relationships between quantities pmoportional
problems does not necessary imply students’ aliditigentify the
additive relationships between quantities in  noopprtional
situations and vice versa; and (ii) that the typemaltiplicative
relationship between quantities (integer or noeget) influence
on students’ success when solving proportional arah-
proportional problems.

Résumé.Le but de cette étude est d’analyser linfluence du
schéma additif dans le développement du raisonnemen
proportionnel chez les éleves du secondaire. 5&8e€ du
secondaire ont répondu a un questionnaire de prasée
proportionnels et non proportionnels. Les réssltaontrent (i)
que la capacité des étudiants pour identifier letations
proportionnelles dans les probléemes proportionnméhapliquent
pas nécessairement qu'ils soient capables d’identibrrectement
les relations additives dans les problémes nonqrtigmnels et
vice versa ; et (i) le genre de relation multplive entre les
montants (entier ou non entier) a influencé dansileau de
succes dans la résolution des probléemes propodisnet non
proportionnels.
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1 1. La relacion entre lo aditivo y lo multiplicativo en el desarrollo del
razonamiento proporcional

Durante los ultimos afios se han venido realizamdestigaciones sobre el
razonamiento proporcional desde varias perspec{®as, Harel, Post & Lesh,
1992; Misailidou & Williams, 2003; Noelting, 19804980b; Tourniaire & Pulos,
1985; Van Dooren, De Bock, Janssens & Verschdlf#g). Estas investigaciones
han usado diferentes tipos de problemas (Cramenst, R993), y han identificado
estrategias correctas e incorrectas empleadas ogsoedtudiantes (Christou &
Philippou, 2002; Cramer & Post, 1993; Lamon, 19B8yrniaire & Pulos, 1985).
Una de las estrategias errGneas comunmente usaddsspestudiantes en los
problemas proporcionales se apoya en el uso deioeés aditivas entre las
cantidades. Por ejemplo, Hart (1988) indic6 quehns de los estudiantes de 13,
14 y 15 afios en su investigacion empleaban uneaideladitiva errébnea cuando
resolvian el siguiente problema proporciofidtr. Short tiene un amigo llamado
Mr. Tall. Cuando medimos sus alturas con cerillasaltura de Mr. Short es de 4
cerillas y la altura de Mr. Tall es de 6 cerillasCuantos clips son necesarios para
medir la altura de Mr. Tall (cuando para la de M&hort son necesarios 6
clips)?”. Por otra parte, Misailidou y Williams (2003) ma@stsn que un 53% de
los estudiantes de edades comprendidas entre BOayids emplearon relaciones
aditivas erroneas para su resolucion apoyandosé4ecerillas son iguales a 6
clips, luego 6 son 2 mas que 4, por tanto hay qoes'.

Pero por otra parte, también se ha identificadouss por parte de los
estudiantes de relaciones proporcionales en suesidonde no son aplicables en
diferentes dominios matematicos como geometria,ebédy aritmética y
probabilidad (Van Dooren et al., 2008). En patticulos estudiantes usan
relaciones proporcionales en situaciones que tiemanrelacion aditiva entre las
cantidades (De Bock, Van Dooren, Janssens & Veifeth&2007; Fernandez,
Llinares & Valls, 2008; Fernandez, Llinares, Vanoden, De Bock & Verschaffel,
2009; Fernandez, Llinares, Van Dooren, De Bock &s¢kaffel, 2010; Modestou
& Gagatsis, 2007; Van Dooren, De Bock, Hesselssskms & Verschaffel, 2005).
Por ejemplo, en el problema no proporciorf#ina y Sofia estan corriendo
alrededor de una pista de atletismo. Ana empeztgn. Cuando Ana habia dado
9 vueltas, Sofia habia dado 3 vueltas. Cuando Anaptetd 15 vueltas, ¢cuantas
vueltas habia dado Sofia?jue es modelizado mediante la fundi) = x+ b, b #

0 (lamaremos a este tipo de situaciones en egtatigacion “aditivas” como en la
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investigacion de Van Dooren et al. (2005)), Karpltsilos y Stage (1993)
observaron que 32 de 33 estudiantes para maespondieron erréneamente
empleando relaciones de proporcionalidad. Porpatree, Van Dooren et al. (2005)
observaron un aumento del uso errébneo de relaciomdgiplicativas en la
resolucion de las situaciones aditivas desde 38ocar 6° curso de educacion
primaria.

Ante estos dos tipos de evidencias no se puedé&eoaisque un estudiante que
resuelve correctamente problemas proporcionale®neazproporcionalmente
puesto que no es capaz de discriminar situaciag®rionales de situaciones no
proporcionales. A partir de esta constatacion Midey Gagatsis (2009, 2010)
proponen un modelo de razonamiento proporcional cpesidera un amplio
conjunto de habilidades cognitivas. En particurmodelo integra aspectos del
razonamiento analégico, la resolucion de diferertipes de problemas de
proporcionalidad y un nuevo aspecto de caractem-cmgnitivo. Este dltimo
aspecto tiene en cuenta la habilidad de diferesdiaaciones proporcionales de las
no proporcionales y la habilidad de resolver sitwa®s no proporcionales. El
modelo de razonamiento proporcional propuesto pavdedtou y Gagatsis
proporciona una nueva perspectiva en el disefiaiegtionarios para la evaluacion
del razonamiento proporcional al indicar que esesago usar problemas
proporcionales junto con problemas no proporciaale

Esta situacion subraya las relaciones evidentesgiséen entre los esquemas
aditivos y multiplicativos de los estudiantes endebkarrollo del razonamiento
proporcional. Durante varias décadas, algunas figeesones se han centrado en
comprender el desarrollo del razonamiento muligpho y, en particular, en la
transicion del pensamiento aditivo al pensamientdtipticativo. Las estructuras
multiplicativas tienen algunos aspectos en comim lao estructura aditiva, por
ejemplo la multiplicacion como “suma repetida”, peéambién tienen su propia
especificidad que no es reducible a aspectos asitiPor ejemplo, el producto
cartesiano en problemas del tip@€dh 6 pantalones y 4 camisetas, ¢cuantas
combinaciones posibles se pueden hdcer?a idea de raz6n como un indice
comparativo que no se deriva de la estructuravadiiomo en el siguiente
problema“Marta y Sofia quieren pintar sus habitaciones eracente del mismo
color. Marta mezcla 4 botes de pintura amarilla pdes de pintura roja. Sofia ha
usado 7 botes de pintura amarilla. ¢ Cuantos botegpidtura roja necesitara?”.

Esta situacion indica que la construccion del §icgro de la idea de raz6n, como
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idea clave para entender la relacién entre el esguaditivo y multiplicativo,
requiere un cambio cualitativo en los esquemasittogs de los estudiantes de
educacion primaria en la transicion del pensamieaddivo al pensamiento
multiplicativo para manejar nuevas situacionesr{&edez & Llinares, 2010, 2011;
Greer, 1994; Lamon, 1993). La diferencia entresiagciones proporcionales y las
situaciones aditivas y el comportamiento de losdiahtes al intentar resolverlas
constituyen un contexto idoneo para el estudio alanknera en la que los
estudiantes construyen el significado de razén caspecto caracteristico de su
transicion desde el pensamiento aditivo al muttgilivo, y en particular para
estudiar la influencia del esquema aditivo en etad®llo del razonamiento
proporcional (Fernandez, Llinares, Modestou & Gsiga010).

El presente estudio relaciona dos aspectos desdéstigacion en desarrollo del
razonamiento proporcional. Por una parte, la cenflia de los dos fendémenos -
uso de relaciones proporcionales en situacioneplicables y el uso de relaciones
aditivas erréneas en problemas proporcionales+ yapotra, los estudios sobre las
variables de tarea que influyen en estos fendmdfiogarticular, el objetivo de
este estudio es

= analizar la influencia del esquema aditivo en ebd®llo del razonamiento

proporcional en estudiantes de educacion secundaria
puesto de manifiesto por los cambios en las rel@siamplicativas entre los
niveles de éxito en la resolucién de problemas gnapnales y problemas con
estructura aditiva y por la influencia de las relaes multiplicativas entre los
nameros.

Esta investigacion pretende aportar informacioncacde la manera en la que
los estudiantes construyen el significado de la ide razon considerando las
relaciones entre los niveles de éxito en la regmude problemas proporcionales,
donde las estrategias proporcionales son adecpadasas aditivas son incorrectas
y problemas con estructura aditivifx] = x + b, b # 0), donde las estrategias

aditivas son adecuadas pero las estrategias propales son incorrectas.

2 Método

2.1. Participantes y contexto

Los participantes de la investigacion fueron 558udiantes de educacion
secundaria: 124 estudiantes de 1° ESO (12-13 dfslsgstudiantes de 2°ESO (13-
14 aios), 154 estudiantes de 3°ESO (14-15 afnad) ydtudiantes de 4°ESO (15-
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16 afos). Aproximadamente habia el mismo niumerchdms que de chicas. De
acuerdo con el curriculo de educacion secundargagstudiantes de 1° y 2° de
educacion secundaria debe-rian ser capaces deificdenias relaciones de

proporcionalidad entre los numeros mediante eligsieale tablas y ademas, ser
capaces de usar el algoritmo de la regla de treslptos cruzados) para resolver
problemas proporcionales de valor perdido. En 8° gurso, el énfasis esta en el

estudio de la proporcionalidad a partir de las ifumes lineales.

2.2 . Instrumentos de recogida de datos
El instrumento de recogida de datos es un cuestioftamado por 12 problemas:
4 problemas proporcionales, 4 problemas aditivas roblemas “distractores”.
Los problemas proporcionales se modelan mediariten&onf(x) = ax,cona# 0,
luego la relacion entre las cantidades es muléplia. Por otra parte, usamos el
término problemas aditivogVan Dooren et al., 2005) para designar a situgso
no proporcionales modeladas cofi = x + b,conb # 0, ya que la relacién entre
las cantidades que definen la situacién es adibDescribiremos las diferencias
semanticas de las relaciones entre las cantideadestas dos situaciones, mediante
dos ejemplos. Un ejemplo de problema proporciosa&l siguiente:
= Raquel y Juan estan plantando flores. Empezaranisatho tiempo pero
Juan es mas rapido. Cuando Raquel ha plantadeoes flbuan ha plantado
12 flores. Si Raquel ha plantado 20 flores, ¢csafitaes ha plantado

Juan?

En este problema la fra8Empezaron al mismo tiempo pero Juan es mas rapido.
Cuando Raquel ha plantado 4 flores, Juan ha plamtad flores” describe una
relacion multiplicativa entre las cantidades. Emeifio de flores que ha plantado
Juan es 3 veces el plantado por Raquel (1% 3% Sin embargo, en los problemas
aditivos, las cantidades estan relacionadas adiénée. Un ejemplo de problema
aditivo es:
= Raquel y Juan estan plantando flores. Plantanmaidema velocidad pero
Juan empezé antes. Cuando Raquel ha plantadoed,fliwan ha plantado
12 flores. Si Raquel ha plantado 20 flores, ¢csafiaes ha plantado

Juan?
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En este tipo de problema, la fra¥@lantan a la misma velocidad pero Juan
empez06 antes. Cuando Raquel ha plantado 4 flotes) Ba plantado 12 flores”
describe un relacion aditiva entre las cantidadiesn ha plantado 8 flores mas que
Raquel (12 = 4 + 8). La diferencia entre ambasasitnes estéa en “3 veces” y “8
flores mas”.

Los problemas “distractores” fueron incluidos peaaiar las tareas propuestas
y evitar los efectos de aprendizaje y respuesteseesipadas. Estos problemas
fueron formulados de forma que se mantuviesen le p#ecido posible a los
problemas experimentales pero con una estructdesiedte. Ademas, también
tuvimos en cuenta el tipo de razon (entera o neranty la naturaleza de las
cantidades (discretas o continuas). De esta margrde los 4 problemas
proporcionales (P) y 2 de los 4 problemas aditi®stenian cantidades discretas
(D) (uno con razones internas y externas enteffadDfl, y otro con razones
internas y externas no enteras [N], D-N). Los o&rggoblemas (2 proporcionales
y 2 aditivos) tenian cantidades continuas(C) (d=vau2 con razones enteras, C-l,
y 2 con razones no enteras, C-N). La Tabla 1 ejéiogptémo hemos considerado

las variables experimentales.

Tabla 1. Ejemplo de problemas y manipulacion de la natzeabe las cantidades
(versiones D y C) y tipo de razon (versiones |y N)

Ejemplos I N

P-D Pedro y Tomas estan cargando cajas en4fh 160 40 100
camion. Empezaron al mismo tiempo peré)0 x 60  x
Tomas es mas rapido. Cuando Pedro ha
cargadoa cajas, Tomas ha cargade@ajas. Si
Pedro ha cargado cajas, ¢cuantas cajas ha
cargado Tomas?

A-D Pedro y Toméas estan cargando cajas en4fh 160 40 100
camion. Cargan a la misma velocidad pegg)
Pedro empezé mas tarde. Cuando Pedro ha
cargadaa cajas, Tomas ha cargad@ajas. Si
Pedro ha cargado cajas, ¢cuéntas cajas ha
cargado Tomas?

P-C Anay Raquel estan patinando. Empezaronl&0 300 80 120
mismo tiempo pero Raquel es mas rapi
Cuando Ana ha patinadometros, Raquel ha(tjébo X 200 x
patinado b metros. Si Ana ha patinado
metros, ¢, cuantos metros ha patinado Raquel?
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A-C  Ana y Raquel estan patinando. Patirmtea 150 300 80 120
misma velocidad pero Raquel empezd ant
Cuando Ana ha patinado a metros, Raquel%l‘glo X 200 x
patinado b metros. Si Ana ha patinado
metros, ¢, cuantos metros ha patinado Raquel?

Las cantidades son esquematicamente representadasach ¢ x
Los estudiantes resolvieron los 12 problemas derahttranscurso de su clase
habitual de mateméticas con lo que dispusieronxapemlamente de 50 minutos.
Fueron los propios profesores de matematicas de @aatro los que pasaron los
cuestionarios tras haber recibido las indicacioopertunas por parte de los
investigadores. Podian utilizar calculadoras, pseoindic6 que no olvidaran

escribir las operaciones en el cuadro correspotadien

2.3. Analisis

Puesto que el objetivo de la investigacion es aldés de los cambios en las
relaciones entre los niveles de éxito de los eshies cuando resuelven los
diferentes tipos de problemas a lo largo de edGnagcundaria, se llevd a cabo un
andlisis estadistico implicativo (Gras, 1995; Gga&nutz, 2007; Gras, Suzuki,
Guillet & Spagnolo, 2008) utilizando el software ICH (Classification
Hiérarchique Implicative et Cohésitive). Del anligmplicativo se obtuvieron
diagramas implicativos que permiten estudiar refees del tipo: “el éxito en un

problema A implica el éxito en un problema B”.
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Tabla 2a. Analisis de protocolos de los estudiantes

Problema

Respuesta estudiante

Identificacion
de la respuesta
y codificacion

P-D-1. Ana y David estan fabricando < El estudiante
mufiecas. Empezaron al mismo identifica la
tiempo pero Ana es mas lenta. i_z_ relacion

Cuando Ana ha fabricado 12 Qg multiplicativa
mufiecas, David ha fabricado 24 entre las
mufiecas. Si Ana ha fabricado 48 cantidades (12 x 2
mufiecas, ¢cuantas mufiecas ha =24)

fabricado David? Codificacién: 1
A-D-l. Pedro y Tomas estan L El estudiante
cargando cajas en un camion. Cargan T identifica la
a la misma velocidad pero Pedro 42' relacion aditiva
empez6 mas tarde. Cuando Pedro ha i entre las
cargado 4 cajas, Tomas ha cargado . cantidades (16 — 4

16 cajas. Si Pedro ha cargado 8
cajas, ¢cuantas cajas ha cargado
Tomas?

= 12)

Coadificacion: 1

Tabla 2b. Analisis de protocolos de los estudiantes

Problema

Respuesta estudiante

Identificacién
de la respuesta
y codificacion

P-C-N. Susana y Margarita estan El estudiante no
remando una canoa. Empezaron al {0 b identifica la
mismo tiempo pero Margarita es mas +6 relacion
rapida. Cuando Susana ha remado 4 b 1 'L_ multiplicativa
metros, Margarita ha remadol0 o entre las
metros. Si Susana ha remado 6 cantidades
metros, ¢cuantos metros ha remado (identifica una
Margarita? relacién aditiva)
Caodificacion: 0
A-C-l. Pablo y Tomas estan 1= 3.3 El estudiante no
escalando la fachada de un - identifica la
rascacielos. Escalan a la misma relacion aditiva
velocidad pero Pablo empezé mas 6= {9 entre las
tarde. Cuando Pablo ha escalado 3 cantidades
metros, Tomas ha escalado 9 metros. (identifica una
Si Pablo ha escalado 6 metros, relacion

Jcuantos metros ha escalado Tomas?

multiplicativa)

Codificacion: 0

Para poder realizar este analisis, en primer liggaidentificaron las respuestas

correctas e incorrectas en cada problema (niveéxit® o logro). Estas fueron

codificadas con un 0 o un 1 segun el siguienteraoit
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= En los problemas proporcionales, si la respuedtaldano refleja que ha
identificando la relacion multiplicativa entre lasantidades se ha
codificado con un 1, y si la respuesta del alumefteja que no ha
identificado la relacion multiplicativa entre laantidades o ha dejado en
blanco el ejercicio se ha codificado con un 0.

= En los problemas aditivos, si la respuesta del mtumefleja que ha
identificando la relacion aditiva entre las cardiief se ha codificado con
un 1, y si la respuesta del alumno refleja queaa@ntificado la relacion
aditiva entre las cantidades o ha dejado en blaicejercicio se ha
codificado con un O.

La Tabla 2(a, b) ejemplifica como realizamos esidificacion a través de

protocolos de los estudiantes.

3 Resultados

El andlisis implicativo se realizé por curso, a9@% de significacion (Figuras
1, 2, 3y 4). Los resultados del analisis muesti@s caracteristicas relevantes. En
primer lugar aparecen dos cadenas implicativaspemgientes entre si en los
cuatro cursos de la educacion secundaria: una aaglenrelaciona los problemas
aditivos y otra cadena que relaciona los problepmaporcionales indicando que
los niveles de éxito en los problemas aditivosgpprcionales no se relacionan. En
segundo lugar, que las relaciones multiplicativaeras o no enteras entre las
cantidades influye en la actuacién de los estueaan la estructura aditiva y en la
estructura multiplicativa ocupando diferentes gdosies. Mientras en las
situaciones aditivas, las relaciones enteras detarmfos inicios de las cadenas, en
las situaciones proporcionales son las relacioresmeras. Es decir, en las
situaciones aditivas cuando los estudiantes regpmmd correctamente a los
problemas con relaciones enteras, es posible rinfpré responderan también
correctamente a las situaciones con relacionestaas. De manera inversa, en
las situaciones proporcionales, cuando los estteiar@spondieron correctamente
a las situaciones con razones no enteras, es @asierir que son capaces de
responder también correctamente a las situaciooes razones enteras. Sin
embargo, la naturaleza discreta o continua dedatidades parece no influir en
ninguno de los problemas.

De manera especifica, la Figura 1 muestra el disgramplicativo

correspondiente al®lcurso. La primera cadena que relaciona los praidem
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aditivos indica que si los estudiantes tienen égdn el problema de relaciones
multiplicativas entre las cantidades enteras yidades discretas (A-D-l) entonces
también tendré éxito en el problema con relaci@mteras y cantidades continuas
(A-C-I). El estudiante que tenga éxito en estamdtitambién tendra éxito en los
problemas aditivos con relaciones no enteras (A-DyNA-C-N). Por tanto, el

problema aditivo mas dificil para los estudiantegpdmer curso de secundaria fue
el que tenia relaciones multiplicativas enteras aytidades discretas, y los
problemas mas faciles los que tenian relacionediplicdtivas no enteras

independientemente de la naturaleza de las caedad

=) =) =)

P-C-1

=) (o) (7

Figura 1. Diagrama implicativo 1° ESO

En los problemas proporcionales, si el estudiarteetéxito en los problemas
con razones no enteras (P-C-N y P-D-N), tambiédréméxito en el problema con
razones enteras y cantidades continuas (P-C-l)eVestudiante tiene éxito en este
ultimo problema, también tendra éxito en las verssocon cantidades discretas (P-
D-1). Luego los problemas proporcionales més défcipara los estudiantes de
primer curso de secundaria son los que tienen eszow enteras, siendo el
problema més facil el que tiene razones enterastydades discretas.

La Figura 2 muestra el diagrama implicativo coroespiente al 2° curso de
educacion secundaria. La cadena que relacionpréddemas aditivos evidencia
que si los estudiantes tienen éxito con relacionestiplicativas entre las
cantidades enteras (A-C-1 y A-D-I), entonces tambiénen éxito en los problemas
aditivos con relaciones no enteras (A-D-N y A-C-N)ego las relaciones enteras

aumenta la dificultad de los problemas aditivodosnestudiantes de 2° curso de
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secundaria. Por otra parte, la naturaleza de lasdeaes parece no influir en la
formacion de las relaciones implicativas.

En los problemas proporcionales, el problema mi&siigpara los estudiantes de
2° curso de educacion secundaria fue el problenmaramones no enteras y
cantidades discretas y el problema mas facil fugquel tiene razones enteras y
cantidades discretas. El analisis implicativo rmaegtie si el estudiante tiene éxito
en el problema con razones no enteras y cantiddidesetas (P-D-N), entonces
también tendra éxito en el problema con razonesnteras y cantidades continuas
(P-C-N). Por otra parte, los estudiantes que tawi€ixito en este ultimo, tuvieron
éxito en el problema con razones enteras y camtidadntinuas (P-C-I). Y los
estudiantes que tuvieron éxito en P-C-| entoncdsrion éxito en el problema con

razones enteras y cantidades discretas (P-D-I).

=) =) =)

) (o) (=3

P-D-1 |

Figura 2. Diagrama implicativo 2° ESO

La estructura implicativa para los estudiantes @ec@rso, presenta dos
diferencias con respecto a la de 1° ESO. En priogar, la naturaleza de las
cantidades no parece influir en el nivel de éxédad estudiantes cuando resuelven
problemas aditivos (no aparece la implicacién glaciona A-D-1 con A-C-I) lo
que muestra que los problemas A-C-l y A-D-I tueieta misma dificultad para

los estudiantes de 2° curso. En segundo lugareegpana nueva implicacion en los
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niveles de éxito de los problemas proporcionales maciona P-D-N y P-C-N
mostrando que la naturaleza de las cantidadesyinfllps estudiantes que
resuelven con éxito el problema con cantidadegealass, resolveran con éxito el
problema con cantidades continuas. Por lo tanfarodllema P-D-N fue mas dificil
que el P-C-N para los estudiantes de 2° curso.

La Figura 3 muestra el diagrama implicativo coroesfiente al 3 curso de
educacion secundaria. La cadena que relaciordtdemas aditivos subraya que
si los estudiantes tienen éxito en el problemaretaciones multiplicativas entre
las cantidades enteras y cantidades continuas IjA-€htonces también tendra
éxito en el problema con relaciones enteras \idaags discretas (A-D-1) y en el
problema con relaciones no enteras y cantidadeeeths (A-D-N). Por otra parte,
si el estudiante resuelve con éxito estos ultinmmoblpmas entonces tendra éxito en
el problema con relaciones no enteras y cantideai@inuas (A-C-N). Por tanto, el
problema aditivo mas dificil para los estudiantes38ide educacion secundaria fue
el problema con relaciones enteras y cantidadeincas y el problema mas facil
el que contiene relaciones no enteras y cantidam@muas.

El problema proporcional mas dificil para los e&ntes de 3° de educacion
secundaria fue el problema con razones no ente@@ntydades continuas y el
problema mas facil el que tenia razones enterasnfidades continuas. El
diagrama implicativo muestra que en los problemmapgrcionales, si el estudiante
tiene éxito en los problemas con razones no enyetaatidades continuas (P-C-N)
también tendrdq éxito en los problemas con razoresenmteras y cantidades
discretas (P-D-N). Ademas si el estudiante tienieoén este Ultimo problema
también tendra éxito en el problema con razonea&nty cantidades discretas (P-
D-1). Y el estudiante que tiene éxito en el prokdeD-| también tendréa éxito en

los problemas con razones enteras y cantidadeincast
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P-C-N

P-C-1

Figura 3. Diagrama implicativo 3° ESO

Las diferencias de esta estructura implicativa keode 2° curso se basan de
nuevo en la influencia de la naturaleza de lasidzohts. En este caso, parece
influir de nuevo esta variable en el éxito de lstudiantes en los problemas
aditivos pues aparecen las implicaciones que miaai A-C-l y A-D-1 y, por otro
lado, A-D-N y A-C-N. Luego en los problemas aditvoon relaciones no enteras
fue mas dificil la versién continua y en los probées con relaciones no enteras fue
mas dificil la version discreta. Ademas, en losbfgmas proporcionales parece
influir esta variable de modo diferente: en loshpemas con razones no enteras, el
éxito en las cantidades continuas implica el égitdas cantidades discretas y, en
los problemas con razones enteras, el éxito endasdades discretas implica el
éxito en las cantidades continuas.

Para los estudiantes de 4° de educacion secunkbariproblemas aditivos mas
dificiles fueron los que tienen relaciones multiativas enteras y los mas faciles
los que tienen relaciones multiplicativas no ertedaa Figura 4 muestra el
diagrama implicativo correspondiente al 4° cursedigcacion secundaria. En este
caso, la cadena que relaciona los problemas aslitemidencia que si los
estudiantes tienen éxito con relaciones multiglieat entre las cantidades enteras
(A-C-1 y A-D-I), entonces también tiene éxito erslproblemas aditivos con
relaciones no enteras (A-D-N y A-C-N). Por otratpafda naturaleza de las

cantidades parece no influir en la formacion d&eddaciones implicativas.
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P-D-N

=

P-C-1

Figura 4. Diagrama implicativo 4° ESO

El problema proporcional mas dificil para los e&ntes de 4° curso fue el que
tiene razones no enteras y cantidades discretasngefacil el que tiene razones
enteras y cantidades continuas. En relacion adixiones implicativas, si el
estudiante tiene éxito en los problemas con razomesnteras y cantidades
discretas (P-D-N), entonces también tendran éxitlo® problemas con razones no
enteras y cantidades continuas (P-C-N). Por otrie,psi el estudiante tiene éxito
en este Ultimo también tendrd éxito en los probteroan razones enteras y
cantidades discretas (P-D-I). Y los estudiantestmuren éxito en el problema P-
D-I tendrén éxito en el problema con razones estgr@antidades continuas (P-C-
). La diferencia de esta estructura implicativa ode 3° ESO estaria de nuevo en
la influencia de la naturaleza de las cantidadesesie caso parece que esta
variable no influye en los niveles de éxito deposblemas aditivos y cambia una
de las relaciones implicativas entre los niveles é#o de los problemas
proporcionales, la que relaciona P-D-N y P-C-NeBte caso, si el estudiante tiene
éxito con las cantidades discretas, tendra éxitdacantidades continuas.

4. Discusion
El objetivo de este estudio es analizar la inflieeriel esquema aditivo en el

desarrollo del razonamiento proporcional en estudgéade educacion secundaria
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puesto de manifiesto por el cambio en las relasi@éstentes en los niveles de
éxito en la resolucién de problemas proporcionglggoblemas con estructura
aditiva a lo largo de la educacion secundaria. iDeas emergen de los resultados
obtenidos que proporcionan informacion sobre Iastitution del significado de la
idea de razén como idea clave para entender larmmanda que los estudiantes de
educacion secundaria construyen la relacion entreesguema aditivo y
multiplicativo.

Una primera idea derivada de los resultados ohtenéd la independencia del
nivel de éxito entre los problemas proporcionaleslijivos a lo largo de todos los
cursos de secundaria puesto de manifiesto por aohde que aparezca dos
estructuras implicativas independientes en todegtopos de edad, una estructura
implicativa que hace referencia a los problemasvadiy otras estructura que hace
referencia a los problemas proporcionales. Estétag® muestra que la capacidad
del estudiante de identificar relaciones propomies de manera correcta entre las
cantidades en los problemas proporcionales no dmptiecesariamente que sea
capaz de identificar correctamente las relaciodés/as en los problemas aditivos
y viceversa. Este hecho aporta evidencias empiaidasecesidad de incorporar a
la caracterizacion del desarrollo del razonamieptoporcional no solo la
competencia en la resolucion de problemas propumat#s con un dato
desconocido, sino también la capacidad de recormgerdo las relaciones entre
las cantidades no son proporcionales (Modestou ga@Gées, 2010). Por otra parte,
la aparicion de dos estructuras implicativas inddpntes, una relacionando los
niveles de éxito en los problemas aditivos y odfaaionando los niveles de éxito
en los problemas proporcionales pone de maniflestainculos entre la estructura
semantica de los problemas y el desarrollo hipmtétdel razonamiento
proporcional. De esta manera, la relacion entrecdogponentes del razonamiento
proporcional como son el pensamiento relativo gdpacidad de construir una
razon para ser considerada como unidad (procesenitezing”) (Lamon, 1993) y
la dificultad de los estudiantes en generar dietacidn puede estar relacionado
con su dificultad en diferenciar las relacionedizal de las multiplicativas dadas
por la estructura semantica de los problemas psbpsie

La segunda idea generada por nuestros resultadiasimffuencia del tipo de
relacién multiplicativa entre las cantidades (emt@mno entera) en el nivel de éxito
en la resolucion de los problemas proporcionaleaditivos. Los problemas

aditivos con relaciones multiplicativas no entei@eron més faciles, en general,
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para todos los estudiantes de secundaria. Adeagsazones no enteras entre las
cantidades en las situaciones proporcionales lfvablos estudiantes a usar de
manera erronea relaciones aditivas lo que implicpi® los estudiantes tuvieran
mas éxito en los problemas proporcionales con exenteras. Por otra parte, en
los problemas aditivos la relacién multiplicateatera entre los nimeros llevaba a
los estudiantes a usar estrategias proporcionalesgpropiadas lo que implicaba
que los estudiantes tuvieran mas éxito en los enadé aditivos con relaciones no
enteras. Estos resultados ponen de manifiestocksitad de usar diferentes tipos
de razones al introducir la idea de razon a findéeta educacion primaria (Clark,
Berenson & Carey, 2003) con el objetivo de desamrtd comprension de la idea
de razén. Posiblemente, las relaciones doblegtitiple/tercios, etc. puedan ser
usadas inicialmente para que los estudiantes deaeidm primaria empiecen a
identificar las razones en los problemas propoedam

Las dos ideas generadas por nuestros resultadesagetios focos de atencion
relevantes para la ensefianza. Por una parte, arsédwe la estructura semantica
de la situacion (creadas modificando las fraseb&mroblemas propuestos para
describir la relacion proporcional y la aditivaprPtra, un segundo foco sobre el
tipo de relaciones enteras o no enteras entredogros. La consideracion por
parte del profesor de manera conjunta de estogodos de atencion durante la
transicion desde la educacion primaria a la eddoacecundaria puede ser
necesario para que los estudiantes lleguen a méaejelacion entre el esquema
aditivo y el desarrollo de los aspectos del esquemltiplicativo no derivados de
las situaciones aditivas (Nabors, 2003). Una imagiitn de los resultados
obtenidos va en la direccion del conocimiento defgsor de estos fendmenos y de
las posibles guias de actuacion. Pero también ha&y apnsiderar como los
estudiantes para profesores de matematicas pudegar la desarrollar sus
competencias docentes en relaciéon a la identifica@ interpretacion de las
caracteristicas del razonamiento proporcional de éstudiantes (Hines &
Mcmahon, 2005).
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Nota. Una primera version de este informe de investigatue presentada en el
Congreso ASI-5 celebrado en Palermo, Italia, délde noviembre de 2010.
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