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INTRODUZIONE

STORIA DEI LAVORI PRECEDENTI

L’ obiettivo della ricerca sperimentale effettuatain Malisani (1990, 1992) era studiare la
performance degli alunni di 14-15 anni nel compito di risoluzione di problemi algebrici
e geometrici. Piu specificatamente, volevamo conoscere come incidono i divers tipi di
struttura logica di un problema sulla performance risolutiva (tipi di soluzioni, passaggi
dell’algoritmo risolutivo ed errori); e se s verifica che I'isomorfismo di strutture
logiche nei contesti algebrico e geometrico non implica isomorfismo nella performance
degli studenti.

| problemi appartenenti a contesto algebrico s riferiscono alla risoluzione di equazioni
di primo grado ad un’incognita, del tipo: y= Kk, . (x-k,) [1] per un determinato valore
di x o diy, conk, ek, costanti positive e tale che k, < x. In questo tipo di equazione le

variabili x e y e le costanti k; e k, rappresentano elementi qualsiasi, pertanto, hanno

soltanto una significativita formale.
| problemi geometrici considerano, invece, |’applicazione del “teorema della somma
degli angoli interni di un poligono convesso” che ha equazione: s= 180°.(n- 2) [2],
nella quale ogni variabile e ogni costante rappresentano oggetti geometrici determinati o
relazioni tra questi oggetti. Cosi per esempio: s e la somma degli angoli interni di un
poligono convesso, 180° e la somma degli angoli interni di un triangolo, n € il numero
di lati di un poligono, n — 2 & il numero di triangoli che restano determinati nel
poligono tracciando le diagonali da un vertice agli altri. In questo caso le variabili e le
costanti hanno una significativita geometrica.
Osserviamo che le equazioni [1] e [2] sono isomorfe circa la loro sruttura logica,
perché fissata una variabile (per esempio: y e ) richiedono gli stessi passaggi per la
loro risoluzione. Queste equazioni sono di tipo aritmetico, usando la terminologia di
Gallardo e Rojano (1988), perché per risolverle si devono manipolare soltanto i valori
numerici dell’ equazione (azioni nell’ambito aritmetico) e non le quantita da trovare o
incognite.
Dai risultati ottenuti si evince che la significativita geometrica di un problema:
@ inciderebbe parziamente sul conseguimento di risposte corrette, soltanto in quei
problemi che presentano maggiore difficolta logica (7 o piu passaggi diversi).

@ influisce positivamente sull'economia di passaggi nellarisoluzione.

Q

incide sul numero etipo di errori realizzati dagli alunni.



Quindi, il supporto intuitivo che i problemi geometrici offrono e una buona
comprensione da parte degli aunni delle relazioni concettudi tra gli elementi che
compongono |’equazione del teorema, favoriscono I'economia di passaggi nella
risoluzione e diminuiscono il numero di errori, soprattutto gli errori di calcolo. In atre
parole, non sempre |’economia di passaggi nella risoluzione implica maggiore quantita
di errori, al’ opposto di quello che abitualmente si suppone.

Le conclusioni formulate in quel momento affermavano che la risoluzione di problemi
che comportano equazioni richiedono qualcosa in piu del dominio di certe operazioni
(aritmetiche ed algebriche); i soggetti devono avere le conoscenze concettuali necessarie
per comprendere e rappresentare I’ informazione del problema in un modo conveniente.
L’individuazione e la diagnosi degli errori effettuata in Malisani (1990, 1992) ci hanno
portato ad approfondire i principali lavori di ricerca realizzati in questi ultimi decenni
Sui processi cognitivi connessi all’ apprendimento dell’ algebra (Matz, 1982; Kieran &
Filloy, 1989; Kieran, 1991; Gallardo & Rojano, 1988; Lee & Wheeler, 1989; Chiappini
e Lemut, 1991; Herscovics & Linchevski, 1991). Tali studi trattano argomenti
riguardanti le difficolta ed ostacoli che incontrano gli aunni che iniziano lo studio
dell’ algebra, relativi ai cambiamenti concettuali necessari nella transizione dal pensiero
aritmetico al pensiero algebrico. Questi cambiamenti si riferiscono speciamente al
concetto di uguaglianza, alle convenzioni di notazione e all’ interpretazione del concetto
di variabile. Abbiamo anche esaminato i risultati di alcune ricerche sull’ interpretazione
e semplificazione di espressioni algebriche e sulla risoluzione di equazioni e di problemi
algebrici (Malisani, 1993).

Successivamente abbiamo realizzato una ricerca sull’individuazione, diagnosi e
classificazione di errori nella risoluzione di problemi algebrici e geometrici che
coinvolgono equazioni aritmetiche di primo grado (Malisani, 1993). Anche se i
problemi algebrici e geometrici sono a due a due isomorfi in quanto il loro
procedimento risolutivo, i risultati ottenuti indicano che gli aunni non eseguono gli
stessi tipi di errori. Cosi per esempio, le percentuali di errori relativi all’uso del segno
uguale e al trasporto di termini da un membro all’altro dell’ equazione sono minori nel
contesto geometrico. La percentuae di errori riguardanti alla formulazione di una
risposta conforme al significato delle variabili che rappresentano i risultati € minore,
invece, nel contesto algebrico.

Divers studi sperimentali (Harper, 1987; Sfard 1992) sembrano confermare che certe

difficolta degli alunni possono raggruppars attorno acerti ostacoli incontrati nella storia



(Cfr. Arzarello, pp. 7-8). Gli elementi che permettono di identificare questi ostacoli, si
devono cercare nell’ analisi delle resistenze emerse nello sviluppo storico e nel dibattiti
che le hanno superate. Ma con la storia soltanto non € sufficiente, I'analisi storico
epistemologico si deve completare da uno sudio dei fondamenti della matematica
(Spagnolo, 1995, pp. 18-19). Se si considera questo punto di vista, un tipo di storia che
puod essere utilizzato € la storia del pensiero algebrico che ci porta a ripercorrere la
costruzione del linguaggio algebrico.

L’analisi storica effettuata in Malisani (1996, 1999) mostra che per molti secoli
I’algebra € rimasta indietro rispetto alla geometria e che la costruzione del linguaggio
simbolico e stata troppo lenta e difficoltosa. La mancanza di un linguaggio algebrico
adeguato ha condizionato |’ evoluzione dei procedimenti risolutivi. Spesso i matematici
antichi spiegavano questi procedimenti attraverso la loro applicazione ad alcuni esempi.
Utilizzavano altri linguaggi: naturale, aritmetico e geometrico.

OBIETTIVO DELLA RICERCA

Per approfondire le conclusioni espresse in precedenza si propone una nuova ricerca
Essa si fondamenta nella necessita di studiare ed analizzare gli ostacoli che gli aunni
incontrano per costruire ed appropriarsi di certi concetti, nel passaggio tra il pensiero
aritmetico ed il pensiero algebrico.

Da acuni studi realizzati (Matz, 1982; Wagner, 1981, 1983) emerge che il punto di
transizione critico tra i due tipi di pensiero e I'introduzione del concetto di variabile.
Questa nozione puo assumere una pluralita di concezioni: generalizzatore (2+4 = 4+2
viene generalizzato con at+b = b+a); incognita (risoluzione di equazioni); “qualcosa
chevaria’ (relazione tra quantita, aspetto funzionale); segno del tutto arbitrario (studio
delle strutture); registro di memoria (in informatica) (Usiskin, 1988).

Lo studio della diversita di aspetti che puo assumere questo concetto costituisce un
campo di ricerca molto vasto e richiede di diverse conferme, fornite da indagini storico-
epistemologiche e sperimentali e dalla messa a punto di situazioni didattiche costruite
ad-hoc. Quindi & necessario circoscrivere il dominio di studio.

L’ obiettivo di questaricerca é indagare alcune caratteristiche del periodo di transizione
trail linguaggio aritmetico e il linguaggio algebrico. Si pretende analizzare se le diverse
concezioni di variabile vengono evocate dagli studenti nellarisoluzione di problemi e se
la nozione di variabile nel duplice aspetto: di incognita e relazionale-funzionae

rappresenta un ostacolo per I’ alunno.



APPLICAZIONI

Questa ricerca si pone come contributo alla Didattica della Matematica, in particolare,
agli studi che si stanno realizzando al’ interno del GRIM, sugli ostacoli epistemologici e
didattici riguardanti il passaggio dal linguaggio aritmetico al linguaggio algebrico.
Questo studio sperimentale ci fornira degli strumenti necessari per analizzare piu
dettagliatamente se il concetto di variabile, nei suoi diversi aspetti, rappresenta un
ostacolo epistemologico o di origine didattica

Potremmo anche determinare in quale modo il contesto semiotico influisce sulle
concezioni della variabile dal punto di vista dell’ alunno. Piu specificatamente potremmo
studiare I'interazione di altri contesti: linguaggio naturale, linguaggio geometrico,
schemi percettivi, ecc. con I’ operatoria degli alunni nell’ ambito strettamente algebrico.
Inoltre sara possibile trarre degli strumenti per la messa a punto di situazioni a
didattiche appropriate e per una piu profonda comprensione dei processi comunicativi.
Daun punto di vista generale, questa ricerca puo aiutare a chiarire questioni riguardanti
le rappresentazioni della conoscenza aritmetica e algebrica e |'operatoria nella
risoluzione di problemi dal punto di vista dell’ alunno.

STRUTTURA DELLA TESI

Latesi € composta di cinque capitoli. Il primo sulla storia affronta la costruzione del
linguaggio algebrico e I'evoluzione dei metodi e delle strategie di risoluzione di
equazioni, nei periodi che precedono la formalizzazione.

Il secondo capitolo ha come finalita indagare certi aspetti del periodo di transizionetrail
linguaggio aritmetico e il linguaggio algebrico. Si pretende analizzare se le diverse
concezioni di variabile vengono evocate dagli alunni nella risoluzione di problemi e se
la lingua naturale €/o il linguaggio aritmetico prevalgono come sistemi simbolici, in
assenza di adeguata padronanza del linguaggio algebrico.

Il terzo capitolo si propone di studiare I’ aspetto relazionale-funzionale della variabile
nel problem-solving, considerando i contesti semiotici dell’ algebra e della geometria
andlitica. L’obiettivo € indagare se la nozione di incognita interferisce con
I'interpretazione dell’ aspetto funzionale, e se i procedimenti in lingua naturale e/o il
linguaggio aritmetico prevalgono come strategie risolutive in mancanza di un’ adeguata
conoscenza del linguaggio algebrico.

La finalitd del quarto capitolo & analizzare come vengono attivate ed utilizzate le

concezioni di incognita e di relazione-funzionale nel processo di risoluzione di una
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situazione problematica. Si pretende studiare anche il processo di traduzione dal
linguaggio algebrico a quello naturale e la rappresentazione del rapporto sintassi—
semantica all’ interno del codice algebrico.

Nel quinto capitolo si presentano le conclusioni finali dellatesi.
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CAPITOLO UNO:

EVOLUZIONE STORICA DEL LINGUAGGIO
ALGEBRICO

1.1INTRODUZIONE

Lo studio preliminare delle rappresentazioni epistemologiche e storico-epistemologiche
risulta fondamentale per poter poi confrontarsi con la contingenza sperimentale. Perché
piu approfondita sara questa analisi maggiore sara la possibilita di poter argomentare il
fenomeno di insegnamento/apprendimento e di poterlo riprodurre in altre condizioni
analoghe (Spagnolo, 1998). Se si considera questo punto di vista, un tipo di storia che
puod essere utilizzato € la storia del pensiero algebrico che ci porta a ripercorrere la
costruzione del linguaggio algebrico.

L’analisi storica mostra che per molti secoli I’algebra e rimasta indietro rispetto ala
geometria e che la costruzione del linguaggio simbolico € stata troppo lenta e
difficoltosa. E alora, in assenze di un linguaggio adeguato e di certe conoscenze sugli
insiemi numerici, come si rappresentavano i diversi tipi di equazioni? Quali algoritmi di
risoluzione si utilizzavano? Come influivano le conoscenze aritmetiche e geometriche
sullo sviluppo del linguaggio algebrico e sulle tecniche risolutive? Come si sviluppa la
concezione storica di equazione? In assenza di simbolismo o con un simbolismo molto
rudimentale, era possibile classificare i problemi secondo gli algoritmi di risoluzione?
Qual é I'origine delle nozioni di incognita e di variabile? Come si sviluppano questi
concetti? In questa sede cercheremo di dare risposta ad alcune di queste domande.

Il pensiero algebrico e favorito dall'uso di un simbolismo adeguato e allora nella storia
dell’ algebra ha importanza non solo la storiadei concetti, ma anche quelladei sistemi di
simboli usati per esprimere i medesimi (Arzarello et al., pp. 10-11). Secondo Nesselman

s possono individuaretre periodi distinti:

1- FASE RETORICA: anteriore a Diofanto di Alessandria (250 d.C.), nella quale si usa

esclusivamente il linguaggio naturale, senzaricorrere ad alcun segno.

2- FASE SINCOPATA: da Diofanto fino ala fine del XVI secolo, in cui si introducono
alcune abbreviazioni per le incognite e le relazioni di uso piu frequente, mai calcoli

SONo eseguiti in linguaggio naturale.
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3- FASE SIMBOLICA: introdotta da Viéte (1540-1603), nella quale si usano le lettere per
tutte le quantita e i segni per rappresentare le operazioni, si utilizza il linguaggio
simbolico non solo per risolvere equazioni ma anche per provare regole generali.

Alcuni studi piu recenti indicano che non € possibile individuare, nel percorso storico,
in maniera precisa delle fasi distinte e separate che segnino lo sviluppo del pensiero
algebrico. Ogni fase non ha certamente soppiantato di colpo la precedente; il passaggio
e stato lento e graduale (Cfr. Malisani, 1996).

Secondo Ferreri e Spagnolo (pp. 90): “Lo studio delle concezioni storiche non é altro
che lo studio dei significati legati ad un certo linguaggio in un determinato periodo
storico. Un linguaggio nasce con ambiguita semantiche o anche ricchezza di significati
dl'interno della grammatica. Quando il linguaggio si formalizza s assegna un
significato ad ogni formula e si perdono i significati precedenti”.

L’ obiettivo di questo lavoro é studiare la costruzione del linguaggio algebrico con le sue
ambiguita semantiche e la sua ricchezza di significati, in relazione al’ evoluzione dei
metodi e di strategie di risoluzione di equazioni nel due periodi storici che precedono la
formalizzazione: retorico e sincopato. Perché e precisamente nella fase di transizione tra
il pensiero aritmetico e il pensiero algebrico nella quale si trova il passaggio tra un
campo semiotico significativo “l'aritmetica” e il tentativo di mettere a punto un nuovo
linguaggio “/’algebra” relativo ad una certa classe di problemi “risoluzione di
equazioni ”. Gli ostacoli epistemologici sono legati proprio a questo passaggio
(Spagnolo, 1995, pp. 81; Marino e Spagnolo, pp. 131).

Questo capitolo € diviso in cinque parti. Nella prima, si presenta la costruzione storica
del linguaggio simbolico dell’ agebra; nella seconda, si descrivono i principali metodi di
risoluzione di equazioni utilizzati fino al 500; nellaterza, s analizza I'incidenza di certi
agpetti del linguaggio aritmetico nello sviluppo del linguaggio algebrico; nella quarta, si
illustrano i diversi livelli di generalita dei metodi di risoluzione; e nella quinta, si mostra

I’ evoluzione storica del concetto di variabile.

1.2. 1L SIMBOLISMO
L’analisi dello sviluppo storico dell’ algebra mostra che la costruzione del linguaggio

simbolico e troppo lenta e difficoltosa, si trovano periodi di miglioramento progressivo
ed altri, invece, di regressione e di paralisi. Cosi per esempio, i babilonesi (»2000 a.C.),

gli egiziani (»1700 a.C.), i greci (600-200 a.C.) e i cinesi (300 aC.-300 d.C.)
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utilizzavano esclusivamente il linguaggio naturale, senza ricorrere ad alcun segno. S
sono registrati tentativi isolati di introdurre qualche nome o abbreviazione per
rappresentare I’incognita, ma queste prove non sono state effettuate in maniera
sistematica .

Diofanto (250 d.C.) introdusse per la prima volta nella Storia della Matematica delle
abbreviazioni (lettere greche) per rappresentare l'incognita di un’equazione e le sue
potenze (Cfr. Kline, pp. 162-163):

X ® z chiamata “il numero del problema o arithme”
¥ ® D “quadrato” o "potenza”

¥ ® K “cubo”

X ® DD “quadrato-quadrato”

¥ ® DK “quadrato-cubo”’

¥ ® KK " cubo-cubo”

X ® 7

Diofanto indicava I'addizione scrivendo i termini I'uno di seguito all’altro, per la
sottrazione usava il simbolo /\ e per I'uguaglianza i°, non vi erano simboli per
rappresentare la moltiplicazione, la divisione e i coefficienti generici. Effettuava i
calcoli in linguaggio naturale e scriveva le soluzioni in un testo continuo. E’
interessante osservare che, Diofanto introduce un concetto importantisssmo in Algebra:
I’ “arithme” o il numero del problema che rappresenta “una quantita indeterminata di
unita”, cioe I'incognita del problema (Ver Eecke, pp. 2; Radford, pp. 43).

A partire del VII secolo gli indiani crearono un simbolismo algebrico abbastanza
efficiente che permise loro di sviluppare nuovi procedimenti di risoluzioni di equazioni.
Brahmagupta (n. 598) nella sua opera Brahmasputasiddhanta, utilizza alcune
abbreviazioni per rappresentare I'incognita e le sue potenze (Cfr. Bortolotti, 1950, pp.
637):

X ® vya [primasillabadellaparolayavattavat (tanto-quanto)]

x?2 ® va

X ® gha

X' ® vava

x> ® ghagha

x>® ka [primasillabadella parolakarana (radice quadrata)]
Gli indiani non usavano nessun simbolo per indicare I'addizione e il prodotto (che era
rappresentato scrivendo di seguito i due fattori); per la sottrazione, invece, utilizzavano

un punto soprail sottraendo e per I’ uguaglianza di due quantita si limitavano a scriverei

14



due membri in due righe consecutive. Quando in un problema figuravano parecchie
incognite, una di loro era rappresentata con la sillaba ya, le altre con oggetti di diversi
colori: praticamente usavano le prime sillabe delle parole riguardanti il rispettivo colore.
Questo simbolismo, per quanto rudimentale, e sufficiente per classificare I'algebra
indiana come "quasi-simbolica” e sicuramente in misura maggiore di quanto lo fosse
I'algebra sincopata di Diofanto. | problemi e le soluzioni erano scritti in questo stile
sincopato, ma i diversi passaggi non erano accompagnati con motivazioni o
dimostrazioni.

Gli arabi (»800-1300 d.C.), eredi delle opere greche e indiane, non usavano simboli.
Alcuni autori come al-Khowarismi (»780-»850) utilizzavano certi nomi particolari per
rappresentare le incognite e le sue potenze, main generale svilupparono un’'algebra
integramente retorica e questo rappresenta un passo indietro rispetto all’algebra
diofantina e indiana

Leonardo Pisano® (».1170 - 1250), detto Fibonacci, introdusse in Europa il sistema di
numerazione indo-arabico e i procedimenti aritmetici utilizzati dagli arabi e indiani. In
guesto modo le caratteristiche dell’agebra arabe s trasmisero in Europa e hanno
esercitato una forte influenza per piu di tre secoli. Nelle opere di Leonardo e nel trattati
di abaco del Medioevo, per esempio nel Trattato d’Algibra® (Anonimo del X1V secolo)
si osserva che gli sviluppi algebrici utilizzano fondamentalmente il linguaggio naturale.
E’ importante sottolineare che nel Trattato d’Algibra si manifesta una certa tendenza

verso il simbolismo perché I'incognita e le sue potenze vengono chiamate con dei nomi

particolare:
X cosa (0 chosa)
X2 censo
X chubo
x* censo di censo
X chubo di cens
x° censo di chubo.

Le abbreviazioni utilizzate nel XVI secolo derivarono precisamente da queste parole.
Nell’opera di Pacioli (1445-15147) si osservano progressi significativi in quanto
all’ utilizzazione del linguaggio sincopato. Questo autore esegue i calcoli in linguaggio
naturale, ma rappresenta l'incognita e le sue potenze (fino alla ventisettesma), mediante

nomi e abbreviazioni particolari, per esempio (Loria, pag. 476):
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X cosa co
X censo ceoZ

X chubo cuoC

x* censo di censo cece

X primo relato p° re ecc.

Pacioli usava anche altre abbreviazioni come p (per lasomma), m (per la sottrazione

0 per indicare un numero negativo) e ae (per uguale: aequalis), RZ2 e R3 (attraversata
da unasbarra obliqua) indicano le radici quadratiche e cubiche.

Bombelli (»1526-»1572) e responsabile di un’autentica trasformazione del linguaggio
algebrico con I'introduzione di un simbolo speciale per rappresentare I'incognita e le
Sue potenze, una semicirconferenza sulla quale veniva scritto un numero che denota
I’esponente della potenza (in questo articolo, per semplificare la notazione, la

semicirconferenza verra indicata con una circonferenza):

X  tanto A
x*  potenza C
x> cubo E
x4 potenza di potenza N
x5 primo relato @) e cosl via

Questo rappresenta un’importante evoluzione del linguaggio simbolico, perché la
maggiore parte dei cambiamenti di notazione effettuati fino a quel momento erano
essenzialmente abbreviazioni del linguaggio naturale. Bombelli utilizza questo
simbolismo “Sncopato-Avanzato”, risultante da una combinazione tra linguaggio
naturale e simbolismo algebrico, per formulare le regole delle operazioni numeriche e
con i polinomi e i procedimenti di risoluzione di equazioni. Questo simbolismo condi-
vide precisamente con I'algebra simbolica di Viete (1540-1603), la caratteristica di
“auto-spiegazione”’; nonostante Bombelli necessiti sempre accompagnare gli sviluppi
realizzati dalla sua versione retorica e dimostri la validita delle uguaglianze espresse nei
diversi tipi di equazioni mediante le costruzioni geometriche. Questo dimostra che il
linguaggio sincopato avanzato utilizzato da Bombelli non era autosufficiente, perché
bisognaricorrere ad altri linguaggi, naturale e geometrico che sono semanticamente piu
ricchi, per completare la comunicazione (Colin e Rojano, pp. 141 - 142).

E’ importante osservare che molti cambiamenti di notazione effettuati sino al 500
furono accidentali ed, e chiaro, che gli studiosi di questa epoca non erano in grado di

apprezzare quello che il simbolismo poteva significare per I'algebra. Trail 500 ed il 600
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fu introdotta la maggior parte dei simboli conosciuti attualmente, ma il processo era
molto lento, I’ algebra simbolica non soppiantd di colpo quella sincopata.

Alcuni autori (Kline, pp. 303; Loria, pp. 468) ritengono che i tedeschi introdussero i
segni + e - per denotare i pesi in eccesso o in difetto delle cassette, questi segni
furono poi adottati dai matematici Widman (XV sec.) e Stifel (14867-1567). Rapisardi
(pp. 169), invece, attribuisce I'invenzione di questi segni a Leonardo da Vinci (1452-
1519). Il segno = fu introdotto nel 1557 da Recorde (1510-1558) che scrisse il primo
trattato inglese di algebra. Viete (1540-1603), che al'inizio utilizzava la parola aequalis,
poi adotto il simbolo ~ per indicare I'uguaglianza; Descartes (1596-1650), invece, usava
a. Oughtred (1574-1660) invento il segno ~ del prodotto e Harriot (1560-1621) usO i
segni > e < per denotare le disuguaglianze. Le parentesi tonde compaiono nel 1544, le
parentesi quadre e graffe utilizzate da Viéte risalgono al 1593 circa. La radice quadrata

f e la radice cubica Sfc. appaiono nel XVII secolo con Descartes (Cfr. Kline, pag.
304).

Gli esponenti furono introdotti gradualmente. Chuquet (1445?-15007) nella sua opera
Triparty scriveva 83, 105, 120 e 71M per indicare 8 x3, 10x5, 12 e 7x1.
Bombelli usava una semicirconferenza sulla quale scriveva |'esponente della potenza e
Stevin (1548-1620) utilizzava anche gli esponenti frazionari: 1/2 per la radice quadrata
ed 1/3 per laradice cubica

I cambiamento piu significativo nella costruzione del linguaggio algebrico si produsse
con il simbolismo di Viéete. Questo autore fu il primo ad adottare deliberatamente e
sistematicamente le lettere per rappresentare tutte le quantita (I'incognita, le sue potenze
e i coefficienti generici). Di solito utilizzava le consonanti per i termini noti e le vocali
per le incognite; impiegava il linguaggio simbolico per risolvere equazioni, ma anche
per provare regole generali. Viéte chiamava la sua algebra simbolica “logistica
speciosa”, in contrasto con la “logistica numerosa”: considerava che I'algebra fosse un
metodo per operare sulle specie o le forme delle cose; I'aritmetica, la numerosa, Si
occupasse invece dei numeri. In questo modo I’algebra diventd lo studio dei tipi
generali di forme e di equazioni, perché quello che si applica al caso generale e valido
intutti gli infiniti casi particolari (Kline, pp. 305).
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1.3. METODI DI RISOLUZIONE DI EQUAZIONI

L’ obiettivo di questa sezione € presentare un’ampia varieta di metodi di risoluzione di
equazioni e mostrare come influiscono le conoscenze aritmetiche e geometriche
sull’ evoluzione delle tecniche risolutive. | procedimenti sono stati raggruppati secondo
il tipo di equazioni: primo, secondo e terzo grado ed equazioni indeterminate. Nella
parte finale della sezione si descrivono in maniera sinteticai metodi utilizzati in Europa
da Fibonacci, da un libro del’abaco (rappresentativo dell’epoca medioevale e
rinascimentale) chiamato Il Trattato d’Algibra e dagli algebristi del 500.

1.3.1METODI DI RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI PRIMO GRADO

A continuazione presentiamo una descrizione del procedimento geometrico di Euclide,

del metodi della falsa posizione e della “regulainfusa’.

1.3.1.1 |L PROCEDIMENTO GEOMETRICO DI EUCLIDE

Gli “Elementi ” di Euclide contengono alcuni risultati importanti dell'algebra moderna
ma trattati geometricamente, per esempio: larisoluzione di equazioni di primo grado.
La proposizione 12 del Libro VI degli Elementi (1930, pp. 107) chiede di trovare il
guarto proporzionale datre segmenti dati.

A B C AB:BC=AD: DE
Figura l
L’ applicazione di questa proposizione permette di risolvere “geometricamente”
equazioni di primo grado del tipo ax = b con coefficienti positivi, considerando come
segmenti: AB=4a, BC=b, AD=1 e DE=Xx.

1.3.1.2 | METODI DELLA FAL SA POSIZIONE

Durante il Medioevo questi procedimenti venivano chiamati con il nome di regula al-
chataim (parola di origine orientale) o regula falsorum. La loro origine € molto antica e
Si trova precisamente nei matematici egiziani e cinesi. Queste tecniche erano utilizzate
spesso dagli indiani e dagli arabi nella risoluzione di problemi e apparvero nella
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maggior parte dei testi di aritmetica dal Medioevo fino al’inizio della nostra era (Cir.
Guillemot, pp. 1).

| metodi della falsa posizione si applicavano per risolvere equazioni di primo grado ad
un'incognita, ed in certi casi, sistemi di equazioni lineari ed equazioni di secondo grado.
Ci sono duetipi di metodi: semplice falsa posizione e doppia falsa posizione.

1.3.1.2.11L METODO DELLA SEMPLICE FALSA POSIZIONE

Questo procedimento consiste nell’assegnare un valore particolare all'incognita ed
eseguire i calcoli necessari per ottenere il risultato esatto: da qui il nome di semplice
falsa posizione. Questa regola si applicava per risolvere problemi lineari, pertanto nei
calcoli si utilizzava fondamentalmente il concetto di proporzionalita diretta.

L'origine di questo metodo si trova nel papiro Rhind (1700 a.C. circa). |l suo autore,
Ahmes, lo applica per risolvere una serie di problemi del tipo: x+ (1/n) x=Db,con n e
b interi positivied x1 E, essendo E I'insieme numerico utilizzato dagli egiziani e
composto dai numeri naturai non nulli, dalla frazione 2/3 e dalle frazioni del tipo 1/n
con n intero positivo .

Per esempio, il problema 24 del papiro chiede di “trovare una quantita che aumentata
della sua settima parte sia uguale a 19”. Il problema tradotto al linguaggio simbolico
dell’ algebra moderna corrisponde all'equazione: x + (1/7) x = 19. Ahmes lo risolve in
guesto modo:

1- Adottalafalsaposizione7, cioe x= 7, ealoraottiene 7 + (1/7) 7= 8 anziché 19.

2- Divide 19 per 8 ed risultato lo moltiplica per 7, cioe, applica la proporzionalita
direttac 19: 8 = x: 7 e ottiene come risultato x = 16 + 1/2 + 1/8 (Cfr. Guillemot,

pp. 3).
La manipolazione delle frazioni dell'insieme E era abbastanza complessa per gli
egiziani, quindi trattavano di evitarle eseguendo il minore numero possbile di calcoli.
Precisamente il metodo della semplice falsa posizione applicato al problema precedente,
permette di sostituire la divisione elementare di 19 per 8 aquelladi 19 per (1 +
1/7), assa difficoltosa utilizzando le regole egiziane. Inoltre in tutte le equazioni del
tipo: x + (1/n) x = b, Ahmes sceglie la falsa posizione X, = n, cosi ottiene a primo
membro un valore intero: n+ 1= b, poi effettualadivisionedi b con b, emoltiplica

il risultato per X, , Cio& X = bﬂ-x0 . In questo modo I’ autore sceglie di lavorare con i
0
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numeri interi. Tutto cido dimostra che le difficolta trovate nell’ effettuare i calcoli con le
frazioni portarono gli antichi matematici a cercare dei metodi alternativi, mediante i

quali potevano risolvere i problemi proposti piu facilmente.

1.3.1.2.21L METODO DELLA DOPPIA FAL SA POSIZIONE

Questo procedimento consiste nell’ assegnare due valori particolari all'incognita (da qui
il nome di doppia falsa posizione), eseguire i calcoli necessari per trovare gli errori
commessi utilizzando questi valori e quindi applicare la formula di interpolazione
lineare.

Gli autori medioevali non riescono a stabilire con precisione il campo di applicazione di
ogni metodo della falsa posizione. Secondo Pellos (1492): “Con il metodo della doppia
fasa posizione si possono risolvere problemi piu sottili e piu complessi, la loro
soluzione senza questa regola rappresenta una gran fatica ...”. Spesso gli esempi
proposti possono anche risolversi applicando il metodo della semplice falsa posizione.
Daun’analisi accurata dei testi si determina che frequentemente i problemi piu sottili e
piu complessi corrispondono ala risoluzione di: equazioni di primo grado in cui
I"incognita si trova in entrambi i membri, sistemi di equazioni lineari ed equazioni di
secondo grado (in modo approssimativo) (Guillemot, pp. 12 - 13).

Gli arabi Al-Qalasadi (1423-1494/5) e Beda Eddin (1547-1622) propongono problemi
semplici che si potevano risolvere applicando questaregola. Cosi per esempio: “Trovare
un numero che aumentato del suoi 2/3 e di 1 sia uguale a 10”. Algebricamente
corrisponde all'equazione: x+(2/3)x+ 1= 10 con x1. Q, chel autore risolve cosi:

1- Adotta la falsa posizione: xq = 9, allora il primo membro € uguale a 16 e la
differenza con il secondo membro & di = 6.

2- Considera la falsa posizione: xp = 6, alora il primo membro é uguale a 11 e la
differenza e dp = 1.

3- Applicala formuladi interpolazione lineare:
X=(Xd - xgdb)/(d -d2)=(6.6-9.1)/(6-1) =5+ 2/5.

Questo procedimento che permette di risolvere equazioni del tipo ax = bcon x1.Q,

puo essere tradotto al linguaggio algebrico moderno cosi:

1. Si adottalafalsaposizione x, esi ottiene ax, = b+ d, [1]

2. Sisuppone lafasaposizione x, es trova ax,=b+d, [2]
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di e d» vengono chiamati differenze o errori ottenuti considerando come valori
dell'incognita x; e X .

3. Sirisolveil sistemacomposto dalle equazioni [1] e[2] infunzionedi a e b es
ottengono:

a= (d, -d,)/ (x, -x,) e b=(xd -xd,)/(x -X). [3]
4- Datoche x=Db/a d trova x=(x,d, -x4d,)/(d -d,). [4]
Siccome gli arabi non avevano a disposizione la formula, Al-Qalasadi utilizzo
I'immagine del piatti di una bilancia per presentare in modo piu chiaro e preciso

['algoritmo eseguito. Altri autori utilizzavano uno schema grafico, nel quale

rappresentavano in modo diverso le differenze positive e negative (Loria, pp. 345-346):

di posizione delle differenze con segno positivo

j/_
_/¥

di posizione delle differenze con segno negativo
Figura 2

L’ esempio precedente risponde allo schema seguente:
1 6

/10\ x=(6.6-9.1)/(6-1) =5+ 2/5.

Figura 3
Al-Qalasadi propone il problema: “Qual € il numero di cui laterza e la quarta parte
addizionate sono uguali a 217'. L’equazione da risolvere & x/3 + x/4 = 21;
considerando x1 =48 e x2 = 12 si ottengono rispettivamente le differenze d1 =7 e

d2 = -14, quindi lo schema corrispondente e il seguente:

j/_

m_/¥

Figura 4

Xx=(12.7+48.14)/(7+ 14) = 36.

L'autore del Trattato d'Algibra (opera del XIV secolo) risolve alcuni sistemi di
equazioni lineari mediante I'applicazione di questo algoritmo. Per esempio, il problema

38 pud essere tradotto, utilizzando il linguaggio simbolico moderno, in un sistema di
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guattro equazioni in quattro incognite, che I'autore trasforma mediante sostituzioni
successive in un sistema di due equazioni in due incognite del tipo (Cfr. Franci e
Pancanti, pp. 145-150):

17y=13x+ 4 [9]
T4y = 2x+ 176 [6]

cherisolve in questo modo:
1. Adottalafalsaposizione y; = 40 e nell'equazione [5] calcola x, = 21 + 3/13.

2. Sodtituisce questi due valori nell'equazione [6] trovando 160 a primo membro e
218 + 6 /13 al secondo membro. Poiché i due membri dovrebbero essere uguali, la
differenza e d, = 58+ 6/13.

3. Analogamente adottando la falsa posizione y, = 80, calcolax, = 42 + 10 /13 e
d = - (58 + 6/13).
4. Applicalaformula [4] e ottiene:

y=[80.(58 + 6/13) + 40. (58 + 6/13)] / (58 + 6/13+ 58+ 6/13) = 60.

5. Sodtituendo y = 60 nell'equazione [5] trova x= 32.

1.3.1.3LA “REGULA INFUSA”

La “regula infusa” € una tecnica utilizzata dagli indiani e dagli arabi per risolvere
equazioni di primo grado. Compare in un testo di aritmetica, il cui autore sembra essere
Ajjub a Bagi, il primo arabo a padroneggiare diverse metodi indiani di risoluzione di
equazioni (Cfr. Charbonneau & Radford, pp. 2). In Europa circolo la versione latina di
guesto testo intitolata Liber augmentis et diminutionis tradotta da Abraham ben Ezra
(nell’ X1 secolo). Questa opera contiene anche numerosi problemi risolti con la regola
della falsa posizione.

L’autore non da una definizione precisa della regula infusa, ma la spiega attraverso la
sua applicazione ad alcune situazioni pratiche che si traducono in equazioni della forma
generale: x + x/n = k. Di conseguenza, questa tecnica permette di risolvere equazioni
lineari che presentano la difficolta di manipolare termini frazionari.

Per esempio, uno dei problemi € il seguente (Libri 1838-1841, pp. 321): “Un tesoro €
incrementato della suaterza parte. Poi la quarta parte di questo € addizionato alla prima
somma. La nuova somma é 30. Quanto era il tesoro originamente?

Il problema espresso nel linguaggio simbolico attuale diventa:
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1 1/ 1
X+ —X+— X+—X| =30
3 4\ 3

Ricordiamo che nell’ algebra medioevale I’ incognita viene indicata con la parola cosa o

res che in questo caso rappresentail tesoro; noi la abbiamo simbolizzata con x.

L’autore divise il problema in due sottoproblemi piu semplici. Nel primo considero

1 . . 1 e
x+§-x come una res, ciog, in notazione moderna y = x+§-x. Quindi il primo

1
sottoproblemaerarisolvere I’ equazione: y + 2 -y = 30. Unavoltacalcolato il valoredi vy,

. . . 1
il secondo sottoproblema eratrovare lasoluzionedi y = X + 3 “X.

A continuazione proponiamo una tabella con la soluzione in linguaggio naturale, cosi

come compare nel testo, e la relativa traduzione al linguaggio agebrico (Cfr.

Charbonneau & Radford, pp. 3):

Soluzione proposta nel Liber
augmentis et diminutionis

Traduzione al linguaggio smbolico dell’algebra

Prendi unares e sommale un
guarto di essa e tu avrai cosi una
reseun quarto di res.

Y+}-y
4

Quanto si deve prendere di una
res e un quarto di res per portarla
ad unares? Troverai che é un
quinto di essa.

1 5
y+ Z.y =30 quindi Z-y = 30. Per ridurre questo a

1 5
“y”, sl deve sottrarre c di Z-y ad entrambi i

5 15 1
membri dell’ equazione: —y- ——y=30-—30
< 4 y 54 y 5

Sottrai percio da 30 il suo quinto
erimarra 24.

Questoey=30-6=24

Poi prendi lasecondarese
aggiungila al suo terzo e avrai
unares e un suo terzo.

X+ X

Quanto si deve prendere di una
res e un terzo di res per portarla
ad unares? Troverai, infatti, che
e un quarto di essa.

1 4
X+ g-x = 24 quindi g-x = 24. Per ridurre questo a

1 4
“X", s deve sottrarre Z di g-x ad entrambi i

4 14 1
membri dell’equazione: —x - ——x =24 - —-24
3 43 4

Quindi sottrai da 24 il suo quarto
erimarral8

X=24-6=18
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1.3.2METODI DI RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI SECONDO GRADO

A continuazione presentiamo il procedimento geometrico di Euclide, il metodo di al-
Khowéarizmi e la geometria taglia-incolla.

1.3.2.1 L PROCEDIMENTO GEOMETRICO DI EUCLIDE

Negli “Elementi ” di Euclide troviamo anche la risoluzione di equazioni di secondo
grado da un punto di vista geometrico.

A partire dalle proposizioni 28 e 29 del Libro VI (1930, pp. 146-150), Si possono
risolvere geometricamente le equazioni di secondo grado che ammettono almeno una
radice positiva®. Cosi, per esempio, I’ equazione ax — x* = b* corrisponde al problema
geometrico: Su un segmento dato (a) preso come base, costruire un rettangolo (di
altezza x) che superi il quadrato dell ‘altezza (x2) di un’area equivalente ad un quadrato

dato (bz) (Cfr. Zapelloni, pp. 150). Per risolverlo si procede in questo modo:
Siano a il segmento dato e C il quadrato di area b2 :

a

H G F
S L M R
c
Figura5
A E N B

1- Sidividail segmento a = AB in due parti uguali, nel punto E; su EB si costruiscail
guadrato EBFG e si completi il quadrato AEGH. L’area del quadrato AEGH deve
essere maggiore o uguale a b?; altrimenti il problema non ha soluzione.

2- Sel'areadel quadrato AEGH &b?, allora x= AH eil problemaérisolto.

3- Se l'area del quadrato AEGH & maggiore di b? si costruisca il quadrato LMIG di
area uguale alle differenze delle aree. Allorai quadrati LMIG e NBRM sono disposti
intorno alla stessa diagonae (prop. 26, Libro VI). S tracci la diagonale GB e si
completi lafigura

4- Per cogtruzione I’ area della figura LEBFIM & uguale a b?, facilmente si dimostra che
l'area del rettangolo ANMS & uguale a quella di LEBFIM e pertanto uguale a b”
Allorax = SA.
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1.3.2.2 |L PROCEDIMENTO DI AL-KHOWARIZM1

Gli arabi risolvevano le equazioni di secondo grado considerando separatamente cinque
casi diversi:

ax = bx, ax = c, ax + bx= c, ax +c= bx , ax =bx+c

in modo che i coefficienti a, b e ¢ siano sempre positivi. Questa maniera di procedere
per evitare i numeri negativi € simile a quello proposto da Diofanto; ma significa un
passo indietro rispetto all’algebra indiana, che considerava la “forma generale’
dell'equazione di secondo grado perché erano ammessi i coefficienti negativi.

Una delle equazioni risolta da al-Khowarizmi © & la seguente: “Un quadrato e dieci
delle sue radici sono uguale a nove e trenta (per trentanove), cioé tu sommi dieci radici
ad un quadrato e la somma € uguale a nove e trenta” (Kline, pag. 226). Questo
enunciato, tradotto al linguaggio simbolico dell’ algebra, corrisponde all’ equazione: x* +
10 x = 39. L’autore utilizza il metodo del completamento del quadrato per calcolare la

soluzione positiva:

Soluzione proposta da al-K howarismi: Notazione algebrica moderna:

1."Considera la meta del numero delle x>+ 10x= 39
radici, in questo caso cingue, poi
moltiplicalo per se stesso, il risultato &
cinque e venti" (per venticinque) ”.

2."Somma questo numero a nove e trenta (x+ 5)*= 39+ 25= 64
(per trentae nove), il che da
sessantaquattro”.
X+5=8

3. “Prendi laradice quadrata, cioe otto”.

4. “Sottrai da essa la meta del numero delle
radici, cioé cinque, erimanetre”.

5. “Questa elaradice”.

Xx=3

Alcune varianti di questaregolasi trovano nella matematica babilonese e indiana che,
molto probabilmente, erano gia conosciute dagli arabi. Ma al-Khowérizmi, dopo aver
trovato le soluzioni numeriche dei cinque tipi di equazioni, dimostra “geometricamente”
laveritadegli stessi problemi. Per esempio, il suo approccio geometrico per I’ equazione
x>+ 10x = 39 &il seguente (Cfr. Gheverghese Joseph, pp. 320-321):

1. Consideraun quadrato ABCD di lato x.

2. ProlungaAD e AB fino ad E e F, in modo che DE = BF = 5.

3. Completail quadrato AFKE, prolungaDC fino aG e BC fino aH.
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4. Dal diagrammarisulta che I'areadi AFKE = x* + 10 x + 25 = (x + 5)%

5. Addiziona 25 ad entrambi i membri dell’ equazione x* + 10 x = 39, quindi si ha
x* + 10x+ 25= 39+ 25 = 64

6. Dall’uguaglianzaricava che un lato del quadrato AFKE, diciamo EK éx+ 5= 8e
alloraEH = x= 3.

E 5 D x A
5x X2 X
H C B
25 5x 5
Figura 6
K G F
1.3.2.3 LA GEOMETRIA “TAGLIA-INCOLLA"

Il Liber Mensuratonium di AbQ Bekr (IX secolo circa) € un testo che contiene numerosi
problemi risolti con due metodo diversi. Uno di questi metodi utilizza I'algebra
sincopata, I'atro, invece, non ha un nome specifico e Hayrup (1990) lo ha chiamato
“geometria taglia-incolla”.

Per esempio, I’enunciato del problema 25 afferma che: “L'area € 48 e la somma dei due
lati € 14, quanto misura ciascun lato?’.

Questo problema espresso in linguaggio algebricorisulta: x.y=48 e x+ y= 14 che
corrisponde all’equazione: x> — 14 x + 48 = 0. L'autore applica il metodo della
“geometria taglia-incolla” e spiega la risoluzione in questo modo (Cfr. Charbonneau &
Radford, pp. 5):

Dividi ametail 14, il risultato sara 7.

Moltiplicail 7 per se stesso e sara 49.

Sottrai daesso il 48 erimarra 1, del quale si ottiene laradice che é 1.

Se aggiungerai al la metadi 14, quello cherisulterasarail lato maggiore.

a ~ w NP

Se sottrarrai questo numero dalla meta di 14, quello cherisultera sarail lato minore.

Anche se I'autore non lo dichiara in modo esplicito, il problema in questione e trovare
la lunghezza dei lati di un rettangolo che soddisfano determinate condizioni.
Charbonneau & Radford (pp. 5) ritengono che probabilmente la soluzione era
accompagnata da alcuni disegni che non si trovano nel testo e cheil testo avrebbe avuto
soltanto un ruolo di aiuta - memoria. Questi autori propongono la seguente sequenza di

disegni (pp. 6):
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< o
M Costruire un quadrato di lato uguae alla meta di 14:
T 49 . . . .
passaggi 1 e 2 del procedimento spiegato in
v precedenza.
fig. 1
!
2 1 I = Passaggio 3
| 48
fig. 2
3. A T Applicare il metodo della*“geometriatagliae incolla’
|
fig. 3
4 B
-
M
5 48 Passaggi 4e5
W
fig. 4

1.3.3METODI DI RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI DI TERZO GRADO
1.3.3.1. IL PROCEDIMENTO DI AL-KHAYYAM

Uno del piu interessanti progressi della matematica araba € la risoluzione di equazioni
cubiche mediante l'intersezione di sezioni coniche. Dopo la diffusione del Trattato di
Algebra (Al-jabr wal mugabala) di al-Khowérizmi si svilupparono due correnti di idee:

@ certi problemi geometrici si possono ricondurre alla risoluzione di un’equazione
algebrica ad un’incognita;
@ larisoluzione di un’equazione di terzo grado, per esempio, si puo ricondurre ad una

costruzione geometrica

Secondo Rashed, il contributo pit importante della matematica araba € precisamente
I'avere iniziato lo sviluppo di questa corrispondenza tra la geometria e I'algebra cinque

secoli primadi Descartes e di Fermat.
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Con al-Khayyam (1038/48-1123) |'Algebra diventa la teoria generale delle equazioni
algebriche di grado minore o uguale a tre e con coefficienti interi positivi. Questo
autore risolve le equazioni di secondo grado con radici positive utilizzando il
procedimento geometrico di Euclide. Trova anche la soluzione generale per tutte le
equazioni di terzo grado (con radici positive e non riconducibili ad equazioni di
secondo grado) mediante intersezioni di curve coniche (Cfr. Ballieu, pp. 12). Cosi, per
esempio, per risolvere I'equazione: X+ ax= b cona e b positivi, a-Khayyam
scrive laformaomogeneaxt + px=p’q  con p=a e pqg=b .

Successivamente costruisce la parabola di equazione y = x2/p e la circonferenza di

diametro QR di lunghezza uguale a g, che corrisponde all’ equazione é x2 + y2 -gXx=
0. Per il punto P di intersezione delle due curve (diverso dall’ origine delle coordinate)
traccia la perpendicolare PS e dimostra che QS € la soluzione dell'equazione. A partire
dalla costruzione geometrica deduce che questo tipo di equazione ammette sempre una
radice positiva.

| o

Figura7

Al-Khayyam realizza una dimostrazione di tipo sintetico utilizzando la teoria delle
proporzioni. Applicala proprieta della parabola scoperta da Apollonio: x /PS= p/x. [1]
Considerail triangolo rettangolo QPR, nel quale I’ altezza PS € medio proporzionale fra
QSedRS x/PS=PS/(q-X). [2]

Da [1] e [2] ricavache: p/x= PS/(g-X). [3]

A partire dall’equazione [1] ottiene che PS= x2/p. Sogtituendo questo valore nella
[3] dimostra che x soddisfa I’ equazione: x* + p?x = p’q (Cfr. Kline, pp. 227-228)

Al-Khayyam risolve anche equazioni del tipo: x3 + a= bx per aeb positivi, con |’ aiuto

della parabola y = x? /ﬁ) e di una branca dell’ iperbole equilatera X - y2 -(a/b)x= 0.
Dimostra che questo tipo di equazioni pud ammettere: due soluzioni positive, una o

nessuna (non prende in considerazione le soluzioni negative).
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Determina anche le radici dell’equazione: X* + a ¥’ = ¢ mediante I'intersezione di

. . . 3 2 2 2
un’'iperbole e di una parabola e quelle dell'equazionee x £+ ax + b x=Db ¢
dall'intersezione di un’ ellisse con un’iperbole.

1.3.3.2. IL PROCEDIMENTO DI AL-TUS|

Al-Tus (1130-?) classifica le equazioni di grado minore o uguale a tre secondo
I’ esistenza 0 meno di radici positive. In particolare, studia cinque tipi di equazioni che
ammettono —utilizzando la sua espressione— “casi impossibili”, ciog, i casi che non

ammettono soluzioni positive:

X+ c= ax X+ bx+ c= ad®
X+ ¢ = bx X+ c= ax’ + bx
X+ a + c= bx

Ogni equazione di questo tipo si puo scrivere nella forma f(x) = ¢ dove f € un
polinomio. Al-Tusi caratterizza i “casi impossibili” studiando I'intersezione della curva
y = f(x) con larettadi equazioney = c per x> 0 e f(x) > 0. L’esistenzadi soluzioni
dipende dalla posizione dellaretta y = ¢ in relazione a f (x,), dove x;, & il massimo

della funzione polinomiale. Se la retta interseca la funzione, determina le radici di
f(x) = 0 e questo gli permette di inquadrare leradici di f(X) = ¢, cioé leradici di f(x) =
0 determinano I'intervallo che contiene le radici de f(x) = ¢ (Cfr. Ballieu, pp. 16). Al-
Tusl calcola le radici con I'aiuto di un metodo analogo a quello di Ruffini-Horner.
Ballieu (pp. 16) ritiene che nell’ X1 secolo questo metodo era utilizzato nel calcolo delle
radici quadrate e cubiche e che al-Tusi lo generalizzd applicandolo alla risoluzione di
equazioni polinomiche.

Al-Tusi applicacosi I'analisi locale: per trovare il massimo di f(X) risolve un’ equazione
che tradotta al linguaggio simbolico moderno corrisponde a f’(x) = 0, cioe introduce la
nozione di derivata che utilizza soltanto in alcuni esempi, senza arrivare a formalizzare
il concetto. Questo autore adopera un’approssimazione locale e analitica che si oppone
al procedimento globale e algebrico adottato da al-Khayyam. 11 linguaggio utilizzato,
sprovvisto di formalismo, € poco favorevole ala manipolazione di tali strutture
matematiche. In ogni caso, secondo Ballieu (pp. 16) sembra che, per la primavolta nella
Storia della Matematica, si trova I'idea di calcolare il massimo di una funzione
polinomiale. Per eseguirlo al-Tusi studia la variazione della funzione nelle vicinanze
degli estremi. Questo autore manipola concetti nuovi, ovviamente senza il rigore di un

Newton, pero ricordiamo che questo accade nel XI1 secolo!
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1.3.4METODI DI RISOLUZIONE DELLE EQUAZIONI INDETERMINATE
1.3.4.1. IL PROCEDIMENTO DI DIOFANTO

Alcuni autori (Bourbaki, pp. 122) ritengono che Diofanto sia stato il primo matematico
ad affrontare i problemi di analisi indeterminata in maniera sisematica e pertanto, €
considerato il promotore della branca dell'algebra chiamata oggi "analisi diofantea”.

La caratteristica piu straordinaria dell’ operadi Diofanto € precisamente larisoluzione di
equazioni indeterminate. Egli risolve equazioni lineari in due incognite del tipo: ax +
by = ¢ con a, b e c positivi, dando un valore ad una delle incognite, per esempio X = X,
con X, minore del rapporto c/a, e alloral'equazione é soddisfatta dal numero razionale
positivo y = (C - a X, )/b . Nel caso delle equazioni quadratiche, Diofanto esprime
alcune incognite a partire da una “indeterminata’, scelta in modo che le soluzioni
risultino razionali positive. Ad esempio, per risolvere I'equazione: x° + y* = a° + b?
consdera x=1x-4a y= nx-b con |, m codanti arbitrariee x unaquantita
da determinare, trovando cosi: x = 2 (I a+ mb)/(| %+ nf) edallora x e y risultano
razionali (Cfr. Loria, pp. 202-203). Nel caso di sistemi di due equazioni quadratiche:
V=AX+Bx+C e Z=Dx+Ex+ F considera soltanto cas particolari in cui A,
B, ..., F sono numeri speciali e il suo metodo & sempre quello di assumereche y e zsi
possano esprimere a partire da x e di risolvere rispetto ad x. MaDiofanto s rende conto
che scegliendo certe espressioni o certi valore per alcune incognite, egli da soltanto
delle soluzioni particolari e che i valori assegnati sono in una certa misura arbitrari.
Diofanto generalmente si accontenta di ottenere una soluzione razionale positiva ed in
casi eccezionali cerca soluzioni intere (nell'analisi diofantea moderna si cercano soltanto

soluzioni intere).

1.3.4.2 L METODO DI POLVERIZZAZIONE

Larisoluzione di equazioni e di problemi indeterminati dei primi due gradi € un campo
in cui gli indiani hanno raggiunto risultati di notevole interesse. Cercano tutte le
soluzioni intere, mentre Diofanto generalmente si accontenta di ottenere una soluzione
razionale positiva. Risolvono equazioni di primo grado del tipo: ax+ by=c,cona, b
e c interi positivi ed equazioni di secondo grado dellaforma: x*- ay* = 1, cona non
necessariamente un quadrato perfetto, e riconoscono che queste equazioni sono

fondamentali per risolvere quelle dellaforma: cy’= ax*+ b.
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I metodo per risolvere equazioni indeterminate lineari: ax+ by = c, cona, b ec interi
positivi, & introdotto da Aryabhata (n. 476) e migliorato dai suoi successori. Questo
procedimento viene chiamato metodo di polverizzazione (Kuttaka) e corrisponde a
guello seguito da Eulero. Ad esempio per ottenere le soluzioni interedi ax+ by=c¢ si
procede in questo modo (Cfr. Kline, pp. 218 - 220):

1- Se a e b hanno un fattore comune m che non divide c, allora il problema non ammette
soluzioni intere, perché il primo membro € divisibile per m, mentre il secondo non lo
€. Sea, b ec hanno un fattore comune lo si elimina e alora, per I'osservazione

precedente, € sufficiente considerare il caso in cui a e b sono primi fraloro.

2- Si divide a per b utilizzando I'algoritmo di Euclide per trovare il massimo comune
divisore del due interi. Consideriamo a > b. Questo algoritmo richiede anzitutto di

dividere a per b in modo da ottenere a= a; b + r, dove a; € il quoziente er il resto.

Ne segue che a/b = a; + r/b, che si pud anche esprimere nellaforma% = al+/% [1]

\r

3- 1l secondo passo dell’algoritmo di Euclide consiste nel dividere b per r in modo da
ottenere b = a, r + r;, ovvero b/r = a, + ry/r . Sostituendo questo valore di b/r

a—a+
b 1

nella[l] s ricava

4- Proseguendo I’ applicazione dell’ algoritmo euclideo s ottiene la cosiddetta frazione

—a s+ T
= lJr n
aer

continua:

oo

a3+

Questo procedimento si applicaanche quando a< b . In questo caso a; € zero e poi Si
continua nello stesso modo descritto in precedenza. Dato che a e b sono numeri interi

la frazione continua e finita.

5- Le frazioni ottenute arretandosi a primo, secondo, terzo e in generale n-esimo
guoziente sono dette rispettivamente la prima, la seconda, la terza e la n-esma
convergente. Poiché, quando a e b sono interi, la frazione continua ha termine, c’'e
una convergente che precede di un posto |'espressione esatta di a/b . Se p/q € il
valore di questa convergente, si puo dimostrareche: ag-bp=+1.

6- Consideriamo aq - bp = 1 etorniamo alla equazione di partenza ax + by = ¢, alora
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ax+ by=c(aq-bp) dicuisiottiene (cqg-x)/b= (y+ cp)a.

Set éil valore comune di queste due frazioni, si avra

X=cg-bt e y=at-cp. [2]

Assegnando a t dei valori interi si ottengono dei valori interi per x e y perché tutte

le altre quantita sono intere.

7- Nei casi in cui I'equazione di partenza € della forma ax - by = ¢ o s verifica la
relazione ag - bp = -1, & necessario effettuare piccole modifiche al caso presentato
in precedenza.

E’ interessante mettere in evidenza che Brahamagupta (n. 598) arriva ale soluzioni

[2] anche se non utilizza delle lettere generichea, b, peq.

1.3.4.3 L PROCEDIMENTO DI ABU KAMIL

| problemi di analisi indeterminata si trovano anche nella letteratura araba. Abu Kamil
affrontd una categoriadi questioni chei cinesi indicavano con il nome di: “Problemi dei
cento uccelli”, perché in loro compare spesso il humero 100.

Questi problemi, tradotti nel linguaggio simbolico moderno, s presentano sotto la forma
di un sistema di equazioni del tipo: X+ y+z+ ..=m e ax+ by+cz+..=n con
m ed n interi positivi (spesso prendevano il valore 100). Abu Kamil li risolve
sostituendo nella seconda equazione il valore di una delle incognite ricavato dalla prima
e poi cercando tutte le soluzioni intere positive dell’ equazione indeterminata risultante.
L'abilita di Abu Kamil per risolvere questa categoria di problemi viene dimostrata dal
fatto che per il sistema: x+y+ z+ u+v=100 e 2x+ (U/2)by+ (1/3)z+(L/4)u + v
= 100 determina 2676 possibili soluzioni (Loria, pp. 344-345).

1.3.51 METODI EUROPEI FINO AL 500

Nella sua opera il Liber Abaci (1202) Fibonacci risolve numerosi problemi di ordine
pratico (relativi alle transazioni commerciali), utilizzando la successione numerica che
oggi porta il suo nome (ogni numero € ricavato dalla somma dei due precedenti
immediati) o I'analisi indeterminata di primo e di secondo grado. E' interessante
osservare che, per risolvere equazioni di secondo grado, Leonardo segue lo stile
diofantino e arabo considerando separatamente cinque casi diversi in modo che i
coefficienti siano sempre positivi. Per ciascuno di loro, poi, trova le soluzioni

utilizzando i ragionamenti geometrici di Euclide. Risolve le innumerevoli questioni di
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analisi indeterminata applicando diversi artifici diofantini o il metodo della falsa
posizione (Cfr. Loria, pp. 386-391).

L'autore del Trattato d’Algibra (XIV secolo) stabilisce 25 regole per risolvere
equazioni del primi quattro gradi considerando separatamente diversi casi particolari per
le equazioni dello stesso grado, superiore a primo, in modo che i coefficienti siano
sempre positivi®”. Egli prosegue con latradizione araba di accettare soltanto le soluzioni
reali positive non nulle. Risolve le prime 22 equazioni applicando il trasporto di termini
da un membro all’altro e la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado per
calcolare soltanto la radice positiva. Trasforma le equazioni biquadratiche in
guadratiche e certe equazioni cubiche e quartiche in equazioni di secondo grado
dividendole per I'incognita o il suo quadrato. E' importante sottolineare che queste
osservazioni possono sembrare owvie a chi € abituato ad utilizzare il simbolismo
algebrico, ma sono molto meno triviali per I’ autore che le formulo disponendo soltanto
dal linguaggio naturale. Le ultime tre regole” corrispondono ad equazioni di terzo
grado del tipo: ax® + bx*=c, a®=bx*+ ce a+ c= bx. Per cacolare questo tipo
di radici, I’autore esegue delle sostituzioni adeguate (per esempio, nella prima utilizza
X =y - b/3a) trasformando queste equazioni in altre del tipo x@ = px + q, che poi
calcola mediante tentativi perché non conosce la sua formula risolutiva. Secondo Franci
e Pancanti (pp. XX), I'importanza delle regole in questione & ancora maggiore se Si
considera che: la risoluzione dell’ equazione generale di terzo grado X3+ ax? + bx+ ¢
= 0, passa proprio atraverso la risoluzione delle equazioni del tipo y*+ py+ q=0,
ale quali si arriva mediante la trasformazione x = y - a/3 . Quedta e precisamente la
regola proposta nel Trattato d’Algibra ed e la prima di questo genere nella letteratura
matematica.

Intorno a 1500 Scipione Dal Ferro (1465-1526) enuncio la formula risolutiva delle
equazioni cubiche del tipo x>+ px=q con p e q positivi, utilizzando il linguaggio
naturale. Questa formula tradotta la linguaggio simbolico dell’algebra corrisponde
all’ espressione:

3 3
2 2 2 2
_a® ey g fal® [P g
X= - =] t=- - Tz =
2/ \3/ 2 \2 3 2
Nel 1535, in maniera indipendente Tartaglia scopri la formula risolutiva per le
equazioni cubiche a coefficienti positivi del tipo: XX + px=q e X + q= px

pubblicate nel 1545 da Cardano nella sua opera Ars magna. In essa I’ autore riporta il
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metodo di risoluzione delle equazioni cubiche e, seguendo la tradizione araba, realizza
una dimostrazione geometrica per ogni regola ottenuta. Presenta anche il procedimento
risolutivo per alcune equazioni quartiche scoperto da Ferrari. Cardano stabilisce le
condizioni perché il numero delle radici di un’equazione (di secondo e terzo grado) sia
uguale al suo grado, insieme con le regole per abbassare il grado di un’equazione di cui
e nota unaradice (Cfr. Bortolotti, 1950, pp. 656-657).

Nella sua opera L "Algebra (1966), Bombelli sviluppa lateoria delle equazioni dei primi
quattro gradi®. Considera separatamente tanti casi particolare di equazioni dello stesso
grado, superiore a primo, in modo che i coefficienti siano sempre positivi. Per ogni tipo
di equazione enuncia (in linguaggio retorico) la “regola’ praticadi risoluzione, realizza
la costruzione geometrica (per quanto sia possibile) per giustificare la validita
dell'uguaglianza formulata nell’ equazione e analizza la natura e la molteplicita delle
radici. Segue la tradizione araba e medioevale di accettare soltanto le soluzioni reali
positive non nulle, perché le radici negative o complesse erano difficili di interpretarein
modo adeguato, in relazione ai problemi darisolvere.

Bombelli utilizza la costruzione geometrica per risolvere problemi algebrici, ma il suo
procedimento e I'inverso di quello seguito nell’ algebra geometrica degli antichi. Questo
autore non risolve direttamente il problema geometrico per ottenere la soluzione
analitica dall’interpretazione aritmetica della costruzione realizzata, ma utilizza
precisamente la risoluzione algebrica per ricavare la costruzione geometrica (Bortolotti,
1966, pp. XLI11).

1.3.6 CONCLUSIONI SUI METODI DI RISOLUZIONI

L'analisi storica realizzata mostra unampia gamma di  procedimenti ideati
appositamente per risolvere equazioni. Questi metodi evidenziano la necessita di
ricorrere ad altri linguaggi: naturale, aritmetico o geometrico, in mancanza di un
linguaggio simbolico adeguato. Il linguaggio aritmetico fu utilizzato ampiamente dai
popoli antichi, Diofanto ed i matematici cinesi e indiani. Questo linguaggio costituisce
anche il fondamento del metodo della falsa posizione, applicato dai matematici egiziani,
cinesi, indiani, arabi fino a quelli medioevali. Il linguaggio geometrico € usato nei
metodi risolutivi dai greci classici, al-Khowérizmi e al-Khayyam e nel procedimento
che Hgyrup chiama “geometria taglia-incolla’. Alcune nozioni protomatematiche di
analisi furono adoperate daa-Tusi®. E’ interessante osservare che, fino al 500 la lingua

naturale era utilizzata come mediatore e nell’ultimo periodo come supporto di
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riflessione; mentre I'aritmetica e la geometria rappresentavano due linguaggi di
supporto di espressione €/0 procedurae. La geometria, in particolare, ha contribuito
notevolmente al processo di argomentazione-dimostrazione. In tutti questi casi il livello
di sviluppo del linguaggio algebrico era molto scarso e allora era necessario ricorre ad
altri linguaggi (naturale, aritmetico, geometrico o analitico) per ottenere la soluzione del
problema dall'interpretazione dei procedimenti eseguiti. Anche Bombelli utilizzava la
costruzione geometrica per giustificare la validita delle uguaglianze formulate nelle
eguazioni o per risolvere problemi algebrici, ma la sua procedura era diversa a quella
seguita nel casi citati in precedenza. In questa situazione I’impiego di altri linguaggi
-naturale 0 geometrico- serviva soltanto a completare la comunicazione, non a risolvere
il problema, perché Bombelli utilizzava uno schema di ragionamento diverso,
combinando strumenti algebrici ed euclidel.

La semantica del linguaggio algebrico € meno ricca di quelle corrispondenti al
linguaggio naturale, aritmetico o geometrico. Quindi nella fase sincopata € necessario
appoggiarsi in altre semantiche per formulare le regole, per dare un’interpretazione
adeguata al problema da risolvere, per ottenere la sua soluzione o anche per giustificare
i passaggi effettuati algebricamente. L’ambiguita semantica e la ricchezza di significati
sono precisamente quelle che permettono a poco a poco di mettere a punto il linguaggio
simbolico

La“ regulainfusa’ eil “metodo dellafalsa posizione” utilizzano la lingua naturale e il
linguaggio aritmetico. Da un confronto si evince che la prima e piu restrittiva perché si
usa soltanto per risolvere equazioni del tipo x + x/n = k. Mentre la seconda ha un campo
di applicazione piu ampio: equazioni e sistemi di equazioni lineari ed equazioni
guadratiche in modo approssmativo. D’altra parte, I’uguaglianza ha un significato
diverso in questi due procedimenti. Nel metodo della falsa posizione essa indica il
risultato di un’operazione aritmetica, ottenuto da sostituire un valore qualsiasi
al’incognita. Nella “regulainfusa’, invece, I’ uguaglianza rappresenta, in qualche modo,
I’equivalenza tra i due stili di esprimere la stessa quantita: k e interpretata come le (n +
1)/n parti dell’incognita. Questa nozione e piu vicina a quella utilizzata in algebra (Cfr.
Charbonneau & Radford, pp. 4).

Nel procedimento di a-Khowérizmi e nella geometria taglia-incolla il concetto di
uguaglianza rappresenta, invece, |’ equivalenza (uguaglianzatra le aree) di figure piane.
Questi metodi s basano fondamentalmente sull’applicazione di una serie di

trasformazione ad una figura iniziale fino ad arrivare ad una figura finale di area
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conosciuta. Anche la dimostrazione di Euclide per la risoluzione di equazioni di
secondo grado passa attraverso il concetto di uguaglianza di aree.

E' interessante rilevare che, I'obiettivo dei procedimenti descritti in precedenza e
risolvere i problemi, mediante il calcolo di una o piu incognite. Anche se in certi casi
—come nelle equazioni indeterminate di Diofanto, degli indiani e del greci— acune
incognite vengono espresse a partire da un’atra (I'arithme o un’indeterminata), la
concezione predominante di variabile & quella di incognita.

Nonostante il procedimento geometrico di a-Khayyam permette di risolvere equazioni
di terzo grado mediante I’ intersezioni di due coniche, |’ autore le considera come curve,
non come funzione. Al-Tusi risolve alcune equazioni cubiche studiando I’ intersezione
di una curva polinomica con una retta, ma il suo procedimento €& diverso da quello
applicato da al-Khayyam. Al-Tus utilizza la nozione protomatematica di derivata e
adopera un’ approssimazione locale e analitica che si oppone al procedimento globale e
algebrico adottato da al-Khayyam. Per calcolare il massimo di un polinomio al-Tusi
studia la variazione della curva nelle vicinanze degli estremi. Questo sembra indicare
che I"autore considera in maniera implicita la dipendenzatra variabili.

1.41 NUMERI NEGATIVI COME OSTACOLO. IL CAMPO
NUMERICO INCOMPLETO

Anche se da un certo punto di vista I’ uso del linguaggio aritmetico favorisce lo sviluppo
del linguaggio algebrico, da un atro puo rappresentare una forte limitazione. Si
suppone, per esempio, che i laboriosi e complicati calcoli con le frazioni rappresentano
uno dei motivi per cui il linguaggio algebrico degli egiziani non ha superato il primo
livello di sviluppo®. La mancanza di accettazione dei numeri negativi da parte di
Diofanto, degli arabi e dei matematici europei fino al cinquecento € la causa per cui essi
evitavano i coefficienti negativi nella formulazione delle regole di risoluzione e
ammettevano soltanto le radici positive (le radici negative risultavano difficili di
interpretare adeguatamente, in relazione ai problemi che permettevano risolvere).
Questo rappresenta un passo indietro rispetto al'algebra indiana che considerava la
forma generale dell'equazione di secondo grado ed in alcuni casi ammetteva anche le
soluzioni negative (quando era possibile trovarle un’interpretazione). Nello stesso
modo, la sua mancanza di accettazione dei numeri complessi € il motivo per cui
Bombelli non |i ammetteva come radici delle equazioni. Alcuni autori (Bortolotti,

1966, pp. 182) ritengono che sia possibile che le stesse dimostrazioni e le costruzioni
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geometriche delle soluzioni algebriche delle equazioni, abbiano distolto lo sguardo dei
matematici (anche di Bombelli) da questo tipo di radici. Ma nel Libro IV delL 'Algebra,
Bombelli introduce i segmenti negativi e le aree negative o nulle per poter operare con
loro. Riteniamo che la vera difficolta per accettare le radici negative s trovi
precisamente negli stessi numeri negativi come ogacolo epistemologico a livello
aritmetico (Cfr. Glaeser).

Leonardo Pisano aveva gia fatto qualche osservazione e poi i matematici del
cinquecento s convinsero che I'impossibilita di risolvere certe equazioni del terzo grado
dipendeva dall'incompletezza del campo numerico che non conteneva gli elementi
idonel per esprimere la soluzione. Cosi Bombelli effettud le successive estensioni del
campo euclideo di razionalita con I'introduzione prima dei radicali cubici e dopo dei
numeri complessi.

E’ importante rilevare che la necessita di ampliare il campo numerico con i numeri
complessi apparve con larisoluzioni delle equazioni cubiche non di quelle quadratiche.
In altre parole I’ ostacolo del numero complesso non dipendeva dal tipo di equazione o
di problema, ma dal procedimento seguito nella risoluzione. Perché, fino a quel
momento, la presenza della radice quadrata di un numero negativo implicava |’ assenza
di soluzioni; mentre nelle equazioni di terzo grado non succedeva lo stesso: a volte era
possibile trovare un’ espressione immaginaria nel procedimento di risoluzione, anche se
tutti etre le radici fossero reali®®. Questo significava dovere lasciare il procedimento di
risoluzione incompleto per mancanza di trasformazioni algebriche adeguate che
permettessero di concluderlo. Di conseguenza la formula risolutiva di Dal Ferro-
Tartaglia non offriva la possibilita di calcolare la radice positiva, la cui esistenza spesso
s poteva verificare mediante una semplice sostituzione. Cioé, I'impossibilita di
eseguire un processo computazionale, suscitdo la necessita di introdurre nuovi oggetti
algebrici di natura piu astratta: i numeri complessi. Bombelli aveva definito le regole di
calcolo con le irrazionalita cubiche e con i numeri complessi, ma i matematici
dell’epoca non li accettavano come dei “veri” numeri, cioé come oggetti astratti. E’
importante sottolineare che nelL ’Algebra si trova ancora una concezione operativa dei
numeri irrazionali e complessi, la concezione strutturale di questi numeri (come veri
0ggetti) arriveranei secoli successivi (Arzarello et al., pp. 9).

Nello sviluppo storico del linguaggio algebrico troviamo con frequenza che i
matematici manifestano delle ambiguita per operare in determinate situazioni con nuovi

0ggetti astratti, per esempio: da una parte si osserva la mancanza di accettazione dei
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numeri negativi come coefficienti o radici delle equazioni; d’altra, se essi Sono necessari
per portare a termine il processo di risoluzione di un problema particolare, allora
vengono utilizzati in queste funzioni. Numerosi esempi di questo tipo si trovano nel
Trattato d'Algibra e nelL'Algebra di Bombelli. Ma rimane aperto il problema se queste
ambiguita siano 0 meno dovute all’ ostacolo epistemologico che rappresentano i numeri
negativi (Malisani, 1996, pp. 68).

1.5 GENERALIZZAZIONE DEI PROBLEMI

Un aspetto molto importante della costruzione del linguaggio algebrico € la possibilita
di ipotizzare la generalizzazione di problemi. | matematici antichi e orientali non
disponevano da metodi generali, risolvevano ogni problema in un modo diverso, cioe
non cercavano analogie per classificarli in gruppi di problemi simili. Nel Liber
Quadratorum (1225) di Leonardo Pisano, invece, si manifesta gia una certa tendenza di
risolvere problemi cercando di inserirli in famiglie o classi di problemi (Cfr. Leonard de
Pisa, pp. 43). Nel Trattato d’Algibra 'autore classifica i problemi secondo le regole di
risoluzione e trasforma le equazioni biquadratiche in quadratiche e certe equazioni
cubiche e quartiche in equazioni di secondo grado, dividendole per I’incognita o il suo
quadrato. NelZ "Algebra di Bombelli si notail salto di qualita con I’uso di un linguaggio
simbolico adeguato. L’obiettivo dell’autore & arrivare ad una generalizzazione dei
problemi che affronta: egli risolve il problema aritmetico proposto in forma analitica,
poi formula una regola generale di soluzione prescindendo dai valori numerici e
finalmente applica questa regola alla risoluzione di un’egquazione analoga (con i
coefficienti espressi in relazione ad una quantitd indeterminata). Questo dimostra
precisamente |'importanza che assume il linguaggio simbolico nel processi di
generalizzazione.

Dal’analisi storica effettuata risulta che anche Fibonacci e l'autore del Trattato
d'Algibra, utilizzando soltanto il linguaggio retorico, arrivano a formulare certe
generalizzazioni, naturalmente di livello inferiore aquelle di Bombelli. Di conseguenza,
nel processo di costruzione del linguaggio algebrico € possibile distinguere due livelli di
concepire la generalita di un metodo: uno relativo alla possibilita di applicarlo in una
diversita di casi specifici, e I'altro riguardante la possibilita di esprimerlo attraverso il
linguaggio dell'algebra smbolica (Cfr. Colin e Rojano, pp. 158).

A questo punto sarebbe interessante considerare una fase sincopata piu ampia, che

comprenda non soltanto I’ introduzione di abbreviazioni per le incognite, le sue potenze
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e certe relazioni di uso frequente, ma anche il primo livello di generalizzazione di un
metodo. Il secondo livello di generalizzazione potrebbe appartenere sia alla fase
sincopata, sia a quella ssimbolica dipendendo dal grado di sviluppo del linguaggio
simbolico. Quindi anche se Leonardo e I’autore anonimo utilizzano il linguaggio
naturale, I'inserire i problemi in classi di problemi (cioé I’ essere algoritmisti) ci da la
possibilita di affermare che usino I’algebra sincopata. Secondo questa visione il
pensiero agebrico comincia primadel simbolismo (Cfr. Arzarello et al., pp. 10).

1.6 LA VARIABILE COME “COSA CHE VARIA”

La nozione di variabile come “cosa che varia’ & molto antica; ma risulta difficile
stabilire in maniera precisa I'origine di questo concetto nella storia dell’ algebra.
Troviamo alcune tracce di questa nozione nelle antiche tavolette babilonesi,
precisamente nelle tabelle astronomiche e in quelle dei numeri reciproci. Nell’
Almagesto di Tolomeo (150 d. C. circa) compare la prima tavola trigonometrica della
storia della matematica (Kline, pp. 146). Questo autore compild anche delle tabelle per
registrare le relazioni fra il tempo e le posizioni angolari dei pianeti. Gli indiani e gli
arabi utilizzarono anche tavole trigonometriche e astronomiche per trascrivere le loro
osservazioni. In ogni caso & importante segnalare che queste tabelle mettono inrilievo la
relazione tra numeri, piuttosto che la proprieta variazionale degli oggetti matematici.
Secondo Radford (1996, pp. 47), possiamo trovare un concetto di variabile piu elaborato
nell’opera di Diofanto intitolata Sui numeri poligonali. Diofanto dimostra quattro
proposizioni collegate deduttivamente sulle progressioni aritmetiche. Radford (1996,
pp. 49-50) ritiene che i numeri implicati nella dimostrazione di ogni proposizione sono
valori posizionali astratti e non possono essere considerati variabili*?. Ma la situazione
cambia, quando Diofanto chiede di trovare il numero poligonale S, conoscendo, per
esempio, il lato n. Adesso questi numeri S, ed n non sono piu valori posizionali astratti,
ma diventano quantita dinamiche perché i valori di uno dipendono dai valori assunti
dall’altro, cioe, S, ed n diventano oggetti matematici variabili. E’ interessante precisare
che Diofanto non considera le variabili attraverso il concetto di funzione, ma attraverso
il concetto di formula.

Radford (1996, pp. 51) spiega dettagliatamente le differenze trai concetti di incognita e
di variabile (come “cosa che varia’) nelle due opere di Diofanto: L Aritmetica e QUi
numeri poligonali. La prima differenza si trova nel contesto in cui questi due concetti

compaiono. Infatti, I'obiettivo di L Aritmetica € risolvere problemi, per esempio,
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determinare il valore di una o piu incognite; mentre lo scopo di Sui numeri poligonali &
stabilire delle relazioni tra numeri in termini di proposizioni organizzate in una struttura
deduttiva. In questo modo, le variabili derivano dal passaggio dal problema relazionale
aquello che si occupadei calcoli con valori posizionali astratti. La seconda differenzasi
trova nellarappresentazione dei due concetti. Nel libro Sui numeri poligonali il concetto
rilevante & quello di valori posizionali astratti che conduce a quello di variabile e che
viene rappresentato geometricamente o mediante lettere. In L Aritmetica invece, il
concetto importante e quello di incognita (I’aritme) che non € rappresentato
geometricamente. Radford (pp. 51) conclude dicendo: “Mentre entrambi i concetti
trattano con numeri, le loro concettualizazioni sembrano essere completamente
diverse”.

Lacostruzione del concetto di variabile ha percorso un lungo cammino. Nel X1V secolo
Oresme studio il cambiamento e il tasso di cambiamento in termini quantitativi e
rappresento graficamente alcune leggi fisiche del moto. In questo contesto la variabile &
collegata a quantita continue, mentre con Diofanto era connessa a quantita discrete.
Durante il Medioevo e il Rinascimento lo studio del moto dei corpi acquista gran
rilevanza. In questo contesto il problema principale € descrivere la relazione fra
variabili. Questa descrizione conduce precisamente al concetto di funzione. Galileo lo
utilizza frequentemente nelle Due nuove scienze (1638), opera in cui fondo la
meccanica classica. Questo autore esprime le relazioni funzionali verbalmente e con il
linguaggio delle proporzioni, in seguito con |I'espansione del simbolismo algebrico
verranno scritte in forma simbolica (Kline, pp. 395).

La maggior parte delle funzioni introdotte durante il XVI1 secolo furono sudiate come
curve, prima che il concetto di funzione fosse espresso in modo preciso; per esempio, le
funzioni trascendenti: log x, sen x e @. E’ interessante sottolineare che le curve
(conosciute e nuove) vengono definite in termini di moti, cioé, come la traiettoria
descritta da un punto mobile.

Gregory (1667) formulo una definizione piu esplicita del concetto di funzione come
“una quantitd ottenuta da atre quantita mediante una successione di operazioni

(12 Newton usd il termine

algebriche o con qualsiasi altra operazione immaginabile
“fluente” per indicare una qualsiasi relazione tra variabili. Leibniz (1673) utilizzo il
termine “funzione” inizialmente per indicare unaqualsiasi quantita che varia da punto a
punto di una curva. Considerd che la curva potesse essere espressa mediante

un’equazione e introdusse i termini “variabile”, “cogante” e “parametro”, questo ultimo
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in connessione con una famiglia di curve. In seguito, Leibniz uso il termine “funzione’
per denotare le quantita che dipendono da una variabile. Bernoulli (1697) defini la
funzione come “una quantita formata, in modo qualsiasi, da variabili e da costanti”,
adotto la frase leibniziana “funzione di X" per indicare questa quantita e, posteriormente,
adopero la notazione f x (Cfr. Kline, pp. 397).

Eulero introdusse la notazione f(x) nel 1764 e defini la “funzione di una quantita
variabile” come “un’espressione analitica costruita in modo qualsiasi da una quantita
variabile e da cogtanti”; considerd anche le funzioni di piu variabili e classifico le
funzioni in algebriche e trascendenti (Kline, pp. 471).

Cauchy (1821) considero che le funzioni fossero strettamente legate a quantita variabili
(definizione gia data dai suoi predecessori); per Fourier (XI1X secolo), invece, ogni
funzione poteva essere rappresentata da una serie trigonometrica, la serie di Fourier. In
un periodo pogteriore, le funzioni sono state definite anche con I’ausilio della teoria
della serie. In particolare, la funzione viene considerata come una corrispondenza
arbitraria tra due serie, non necessariamente basata su una relazione algoritmica tra le
variabili x ed y (ad esempio, la funzione di Dirichlet, 1837) (Gagatsis, 1997).

Secondo Gagatsis (2000), dopo Fourier, Cauchy, Dirichlet e Riemann si pensa che la
definizione di una funzione y di una variabile indipendenti x come una corrispondenza

arbitraria, contribuira ad importanti cambiamenti nell’ Analisi.

1.7 CONCLUSIONI

L’ approfondita analisi storica sulla costruzione del linguaggio algebrico ha permesso di
mostrare le principali concezioni, i procedimenti precursori, i1 passaggi da un concetto
al'altro ed, in particolare, i passaggi attraverso i livelli linguistici delle diverse fasi:
retorica, sincopata e simbolica. Quindi da questo studio & possibile ricavare acune
considerazioni che risultano funzionali, sia alla comunicazione delle matematiche, sia
alaricercain didattica. Le seguenti riflessioni si pongono come contributo effettivo che
la storia puo dare allo studio degli ostacoli epistemologici che incontrano gli aunni
nelle situazioni di apprendimento del linguaggio algebrico:

@ Lo sviluppo del linguaggio simbolico € molto lento: si passa da certi nomi per
denotare l'incognita e certe relazioni, alle abbreviazioni di queste parole, ai codici
intermedi fra linguaggio retorico e sincopato e infine ai simboli. In altre parole,

gueste abbreviazione e questi codici si depurano gradualmente fino all’ elaborazione
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di un simbolismo algebrico corretto sintatticamente e piu efficiente operativamente,
in questo processo si osserva | abbandono progressivo della lingua naturale come
mediatore di espressione delle nozioni algebriche.

Nella fase sincopata € necessario ricorrere ad altri linguaggi: naturale, aritmetico o
geometrico, in mancanza di un linguaggio simbolico adeguato. Questi linguaggi
—semanticamente piu ricchi di quello algebrico— consentono di formulare le regole,
di interpretare adeguatamente il problema darisolvere, di ottenere la sua soluzione e
di giustificare i passaggi effettuati algebricamente. Con I'elaborazione di un
linguaggio algebrico piu adeguato, i linguaggi di supporto s abbandonano
gradualmente.

| registri rappresentativi visuale sono presenti nei diversi procedimenti risolutivi che
utilizzano il linguaggio geometrico, per esempio: in Euclide, a-Khowarizmi, al-
Khayyam e nella geometria taglia-incolla; ma anche nel metodo aritmetico della

doppia falsa posizione e in quello analitico di al-Tusl.

Il concetto di uguaglianza varia in base ai procedimenti risolutivi adottati. Per
esempio, essaindicail risultato di un’ operazione aritmetica, ottenuto da sostituire un
valore qualsiasi all’ incognita; designa la equivalenza di figure piane (uguaglianzatra
aree); rappresenta |’ equivalenza tradue modi di esprimere la stessa quantita o indica

“I"uguaglianza condizionata’ tra due membri di un’equazione.

Nella fase di transizione tra il pensiero aritmetico e il pensiero algebrico, certi
ostacoli a livello aritmetico possono ritardare lo sviluppo del linguaggio algebrico e
I'introduzione di nuove strategie e dei nuovi contenuti algebrici possono eclissare le
conoscenze aritmetiche precedenti (Cfr. Malisani, 1990 e 1993).

La necessita di introdurre nuovi oggetti di natura piu astratta appare sempre con
I'impossibilita di portare a termine il procedimento risolutivo di un problema

particolare, cioé un processo computazionale.

Nel processo di costruzione del linguaggio algebrico & possibile distinguere due
livelli di concepire la generalita di un metodo: uno relativo alla possibilita di
applicarlo ad una diversita di casi specifici, e I'altro riguardante la possibilita di
esprimerlo attraverso il linguaggio dell’ algebra simbolica.

L’ analisi storica mette in risalto che le nozioni di incognita e di variabile come “cosa

che varia® hanno un’origine e un’evoluzione totalmente differenti. Anche se
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entrambi i concetti si occupano di numeri, i loro processi di concettualizazioni

sembrano essere completamente diverse (Radford, pp. 51).

by

La nozione di variabile come “cosa che varia’ € molto antica; ma risulta difficile
stabilire in maniera precisa |’ origine di questo concetto nella storia dell’ algebra. La
sua evoluzione € molto lenta: si passa dalla relazione tra i numeri contenuti nelle
tabelle; alle quantitd dinamiche ma discrete, relazionate attraverso il concetto di
formula; alla variabile collegata a quantita continue nello studio delle leggi fisiche;
alle curve descritte in termini cinematici; alla descrizione dellarelazione tra variabili
che conduce precisamente al concetto di funzione.

La nozione di incognita ha la sua origine nella risoluzione di problemi che
richiedono il calcolo di una o piu quantita. Fu introdotta da Diofanto con il nome di
“arithme”, in altre parole il numero del problema. La preponderanza di questa
nozione nei procedimenti risolutivi € notevole fino a 600, nonostante si registrino

alcuni tentativi per considerare la dipendenzatra variabili in Diofanto e al-Tusi.

NOTE

1

| babilonesi usavano le parole us (lunghezza), sag (larghezza) e asa (area) come incognite.
Le incognite non rappresentavano necessariamente queste quantitd geometriche, ma
probabilmente molti problemi algebrici erano nati da sStuazioni geometriche e la
terminologia geometrica era diventata standard. | babilonesi a volte usavano dei simboali
speciali per rappresentare le incognite, i quali corrispondevano agli antichi ssimboli pittorici
sumerici, non pitlin uso nel linguaggio corrente (Cfr. Kline, pp. 14).

Leonardo Pisano scrisse due opere di fondamentale importanza: il Liber Abaci (1202,
revisionata nel 1228) e il Liber Quadratorum (1225). L’ obiettivo del Liber Abaci, cioé il
“libro dell’abaco”, era introdurre in Europa il sistema di numerazione indo-arabico e i
metodi di calcolo indiani. Questa opera fu utilizzata per lungo tempo ed esercitd un’ enorme
influenza sul popolo, perché presentava procedimenti aritmetici molto pit semplici di quelli
fondati sul sistema romano. Il Liber Quadratorum, cioé il “libro dei numeri quadrati”,
contiene importantissimi risultati sulla Teoria dei Numeri. Per tale motivo, alcuni autori
(Bortolotti, 1950, pp. 650) ritengono che é “...I'opera che per l'originalitd del metodo e
I’'importanza dei risultati faceva di Leonardo il piu grande genio della teoria dei numeri,
apparso nel quindici secoli trascors dal tempo di Diofanto a quello di Fermat”. Ma, questo
libro purtroppo € rimasto sconosciuto durante piu di sei secoli e cosi certi risultati di
rilevanza hanno dovuto aspettare I’ arrivo di Fermat.

Il Trattato d'Algibra fu scritto alla fine del X1V secolo da un anonimo maestro fiorentino
d'abaco. Rappresenta molto di pit di un classico “trattato d’abaco”, € un testo di algebra
amplio e organico: perché non solo affronta tutti gli argomenti mercantili che caratterizzano
guesto tipo di opere, ma contiene anche un’intera sezione dedicata all’agebra. Essa
rappresenta un importante contributo alla teoria di risoluzione di equazioni. Franci e
Pancanti (pag. VI) ritengono che questa opera sia uno dei migliore trattati d'abaco
medioevali e del Rinascimento che esse abbiano esaminato. In particolare segnalano che:
“... 1 capitoli finali dedicati all'algebra ... sono fondamentali nella ricostruzione della storia
di questa disciplinanei secoli dal XIIl1 e XVI”.
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Gli egiziani scrivevano le frazioni di denominatore diverso da 1 e diverse da 2/3 come
somme di frazioni unitarie (con denominatore uguale a 1). L’aritmetica egiziana era
essenzialmente additiva, perché effettuavano le quattro operazioni utilizzando precisamente
la scomposizione in frazioni unitarie. In questo modo, i calcoli diventavano complicati e
laborios nella sua esecuzione. Un'analisi piu approfondita sull’ argomento si trova in Loria
(pp. 41-47) ein Malisani (1996, pp. 27-28).

Proposizione 28: SQu una retta costruire un parallelogrammo uguale ad un poligono dato,
mancante di un parallelogrammo smile ad un parallelogrammo dato. Occorre che il
poligono dato non sia maggiore del poligono costruito sulla meta della retta data, e simile
al poligono mancante (Euclide, pp. 146-147). Questo teorema € I'equivalente geometrico
della soluzione dell'equazione di secondo grado: ax - (b/ic) X = S, dove a eélaretta, Sé
I'area del poligono dato, b ec sono i lati del parallelogramma dato. La seconda parte: S<
a’c/4b corrisponde alla limitazione necessaria perché le radici dell'equazione siano reali.
Proposizione 29: Su una data retta costruire un parallelogrammo uguale ad un poligono
dato, eccedente di un parallelogrammo simile ad un altro dato. (Euclide, pp. 148)

In termini algebrici, essa corrisponde all'equazione: ax + (b/c) ¥ = S cona, b, c, eS
numeri positivi dati. S non e soggetto ad alcuna limitazione (soltanto di essere positivo)
perché |'equazione ammette sempre una soluzione reale.

Mohammed ibn Musa a-Khowérizmi (c.780-c.850) compose un trattato di aritmetica
intitolato:  Algorithmi  de numero indorum. Il vocabolo “Algoritmo” € venuto
dall’ dterazione dell'appellativo: al-Khowérizmi attribuito a Mohammed. Questo termine
dopo aver subito numerose variazioni, sia di significato sia di denominazione, fu utilizzato
per esprimere una costante procedura di calcolo (Loria, pp. 336-337). Al-Khowarizmi
scrisse anche un libro di algebra:  Al-jabr wal mugébala ed, in questo titolo, indico
precisamente le due operazioni fondamentali della risoluzione di equazioni di primo grado,
la parola al-jabr significa “ristabilire’, cioé ristabilire I'equilibrio tra i membri di
un’equazione mediante il trasporto di termini e il vocabolo al mugabala significa
“semplificazion€’, cioe la riduzione dei termini simili. La parola al-jabr si trasformo in
algebrista in Spagna, s converti algebrae tradotta in latino ed, infine, fu abbreviata in
algebra per indicare il nome della disciplina

L’ eenco dei 25 tipi di equazioni risolte nel Trattato d’Algibra éil seguente:

1- ax=b 9- ac= h¥ 17-ad + b= ¢ X
2- af=bh 10- a + b¥* = ¢ x 18ad*+cé=bx
3- ax = bx 11-ad + cx=bx® 19-a* = b+ ¢ X
4- a¢+ bx=c 12- a = b¥ + cx 20-ax*+ b’ =c
5- ax + c= bx 13-ax*=b 21-ax*+ c= b X
6- a¢=hx+c 14- ax* = bx 22-ax*=h¥ +c
7- a¢=bh 15- ax* = bx® 23ac+h¥=c
8- ax = bx 16- ax* = b 24-a=h¥’ + ¢
25-a+c=bx

L'Algebra di Bombelli (scritta intorno al 1550, pubblicata in parte nel 1572 e posteriormente
nel 1579) rappresenta un’opera di gran importanza e s distingue da qualsias altro testo
dell'epoca. E' composta da cinque libri. Nei primi tre I’ autore presenta in modo sistematico
la teoria della risoluzione delle equazioni dei primi quattro gradi. Negli ultimi due (non
pubblicati fino al 1929) realizza le dimostrazioni geometriche dei risultati ottenuti nei primi
tre libri e la risoluzione di problemi geometrici mediante |’ applicazione dell’agebra. E
interessante osservare che la disposizione e I'ordine degli argomenti trattati, i procedimenti
costruttivi e dimostrativi eseguiti e il livello di linguaggio utilizzato rappresentano un
notevole passo verso la costruzione dell'algebra simbolica.

Le nozioni protomatematiche sono quelle conoscenze che i matematici utilizzano senza
chiamarle o definirle in termini matematici (implicite) (Cfr. Spagnolo, 1995, pp. 17).



10. Le equazioni del tipox® = px+ q, X + = px s risolvono applicando la seguente
formula:

/q>2 p

2
Precisamente quando \5 - \3> <0 compare la radice quadrata di un numero negativo,
cioé un numero immaginario. Ciononostante quando le due radici cubiche che compongono
la soluzione risultano numeri complessi coniugati, la soluzione diventa un numero reale.

11. Diofanto come Aristotele considera che il numero € composto da unita discrete. | numeri
utilizzati nella sua opera Sui i numeri poligonali per dimostrare le quattro proposizioni, in
notazione moderna, sono: S, il numero poligonae, n il lato del numero poligonale e d la
differenza.

12. Gregory spiega la necessita di aggiungere alle cinque operazioni dell’ agebra una sesta
operazione (immaginabile): il passaggio al limite (Bourbaki, pp. 267-268).
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CAPITOLO DUE:

IL QUADRATO MAGICO. UN'ESPERIENZA SULLA
TRANSIZIONE TRA IL LINGUAGGIO ARITMETICOE
IL LINGUAGGIO ALGEBRICO

2.1 INTRODUZIONE

Molti studenti incontrano serie difficolta nel passaggio dal pensiero aritmetico al
pensiero algebrico. Numerose ricerche studiano i cambiamenti concettuali necessari in
guesta transizione, relativi all’uguaglianza, alle convenzioni di notazione e
al’ interpretazione del concetto di variabile (Matz, 1982; Kieran & Filloy, 1989; Kieran,
1991). Altri lavori centrano I'attenzione sulle difficolta degli aunni nel risolvere
espressioni algebriche, equazioni e problemi algebrici (Gallardo & Rojano, 1988; Filloy
& Rojano, 1989; Herscovics & Linchevski, 1994, 1996).

Molti errori riscontrabili nei protocolli degli allievi affondano le loro radici nel rapporto
dialettico, ma superato, tra aspetti procedurali e aspetti srutturali, osservati
rispettivamente ma non esclusivamente nell’ aritmetica e nell’ algebra (Arzarello et alii,
1994).

Alcuni studi rivelano precisamente che il punto di transizione critica e rappresentato
dall’introduzione del concetto di variabile (Matz, 1982; Wagner, 1981, 1983). Questo
concetto € complesso perché si usa con significati diversi in differenti situazioni. La sua
gestione dipende dal particolare modo di utilizzarlo nella risoluzione di problemi. Mala
molteplicita di aspetti & precisamente la causa per cui questa nozione diventa difficile di
definire e gli alunni, possibilmente, incontrano delle difficolta nello studio dell’ agebra
(Wagner, 1981, 1983; Usiskin, 1988).

Il concetto di variabile pud assumere una pluralita di concezioni:

@ numero generalizzato (si presenta nelle generalizzazioni e nei metodi generali);
@ incognita (puo essere calcolata considerando le restrizioni del problema);

@ “inrelazionefunzionale’ (relazione di variazione con altre variabili);

@ segno del tutto arbitrario (si presenta nello studio delle strutture);

@ registro di memoria (in informatica) (Usiskin, 1988).

Le difficolta incontrate dal soggetto che apprende possono essere molto vicine a quelle
sperimentate da generazioni di matematici. Certi studi sperimentali (Harper, 1987; Sfard
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1992) sembrano confermare la tesi piagetiana di convergenza tra sviluppo storico ed
sviluppo individuale (Garcia e Piaget, 1989).

Dall’ approfondita analisi storica effettuata nel capitolo precedente, abbiamo ricavato
alcune osservazioni importantissime sullo sviluppo del linguaggio algebrico, mettendo
in evidenza le principali concezioni, i procedimenti precursori e i passaggi da un
concetto all’altro ed, in particolare, i passaggi attraverso i livelli linguigtici delle diverse
fas retorica, sincopata e simbolica. A partire dale riflessioni effettuate sulle
rappresentazioni epistemologiche e storico-epistemologiche, si imposta lo studio degli
ostacoli che gli alunni incontrano per costruire ed appropriarsi di certi concetti, nel
passaggio trail pensiero aritmetico ed il pensiero agebrico.

Il presente lavoro ha come finalita studiare alcune caratteristiche del periodo di
transizione tra il linguaggio aritmetico e il linguaggio algebrico. Si pretende analizzare
se le diverse concezioni di variabile vengono evocate dagli alunni nella risoluzione di
problemi e se i procedimenti in lingua naturale €/o in linguaggio aritmetico prevalgono
come strategie risolutive, in assenza di adeguata padronanza del linguaggio algebrico.
Questa sperimentazione fu effettuata, grazie alla collaborazione di un gruppo di
insegnanti coordinati dalla Prof. Teresa Marino e dall’autore, in alcune classi della
scuola media (11-12 anni) e superiore (14-15 anni) di Piazza Armerina (paese della
provincia di Enna - Italia), durante i mesi di Gennaio e Febbraio del 2002. Questo
lavoro fa parte di un progetto di sperimentazione sull’insegnamento-apprendimento
della matematica intitolato “Argomentare, congetturare e dimostrare nella scuola di
tutti , coordinato dal Prof. Filippo Spagnolo.

Il lavoro esperimentale € stato diviso in tre fasi: nella prima, i docenti hanno messo a
punto delle situazioni a-didattiche e hanno realizzato I’analisi a-priori del problema
(Cfr. Brousseau, 1986; Brousseau, 1998). Nella seconda, i dati esperimentali sono stati
analizzati qualitativamente e nell’ultima fase, | dati sono <ati analizzati
quantitativamente, utilizzando il software di satistica inferenziale CHIC 2000
(Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive) e l'analisi fattoridle delle
corrispondenze S.P.S.S. (Statistical Package for Social Sciences).

| docenti hanno eseguito la sperimentazione didattica sulla risoluzione del quadrato
magico: “completare il quadrato inserendo i numeri mancanti, in modo che la somma
del numeri di ciascunariga, colonna o diagonale sia sempre la stessa’.

La proposta del quadrato magico ha diverse motivazioni: si tratta di un problema che si

adatta abbastanza bene alla sperimentazione nei due livelli scolagtici, perché puo essere
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presentato con modalita diverse e con differenti gradi di difficolta Ma
fondamentalmente, il quadrato magico permette di studiare alcuni aspetti del periodo di
transizione trail linguaggio aritmetico e quello algebrico.

2.21POTES

H1: Gli alunni evocano la diversa concezione di variabile (costante, incognita, cosa che

varia, ecc.) anche in assenza di un’ adeguata padronanza del linguaggio algebrico.

H: | procedimenti in lingua naturale e/o in linguaggio aritmetico prevalgono come
strategie risolutive in assenza di un’appropriata padronanza del linguaggio
algebrico.

2.3 RAPPORTI SPERIMENTALI PERLIVELLO SCOLASTICO

2.3.1 SCUOLA MEDIA

Hanno partecipato alla sperimentazione 27 alunni appartenenti a due classi prime medie
(11-12 anni).

2.3.1.1 SITUAZIONE A-DIDATTICA E LE SUE FAS

Fase 1: Consegna

Si comunica agli alunni il tipo di gioco dafare.

Si invita un alunno a giocare con I’ insegnante alla lavagna con uno dei quadrati magici
3~ 3. Ci s accerta, con domande, che la consegna sia stata recepita in modo corretto da

tutti.

Fase 2: Azione

Si consegna ad ogni singolo alunno un quadrato magico 3 ©~ 3 da completare e si
invitano tutti gli alunni a scrivere su un foglio il tipo di procedimento che man mano
vanno utilizzando per arrivare alla soluzione del problema. Il vincitore sara colui che
per primo riesce a consegnare la soluzione con la descrizione completa del
procedimento.

(I quadrati magici utilizzati nell’ esperienza si presentano nell’ Appendice N° 1 alla fine
della Capitolo 2).
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Fase 3: Formulazione

La classe viene divisa in tre gruppi eterogenei per abilita logico-matematiche. Ad ogni
gruppo viene consegnato il seguente quadrato 4~ 4:

“Completa il quadrato magico in modo che il numero piu grande da inserire sia uguale
ag2”.

Somma26 + a

14 1
9 |12

11 a |10
16 | 13

Ogni gruppo dovratrovare ora una soluzione comune. Il procedimento risolutivo dovra
essere consegnato anche questa volta per iscritto dal gruppo. Vince il gruppo che per
primo completa il quadrato e la descrizione del procedimento.

Fase 4: Validazione

Si scrivono sulla lavagna le affermazioni risolutive che tutti ritengono valide e si arriva
aformulare un teorema.

Tempi: 50 minuti (un’unita oraria) per I'azione e atri 50 minuti consecutivi per la
formulazione. La validazione potra essere invece trattata in tempi successivi.

2.3.1.2 L'ANALISI A-PRIORI
Si ipotizza che gli alunni possano ricorrere ad una o piu delle seguenti strategie

risolutive individuate nell’ analisi a-priori:

Al: Inserire numeri acaso

A2: Complementare + inserire numeri in caselle a caso
A3: Differenza+ inserire numeri in caselle a caso

A4. Complementare

A5: Complementare e per differenza

AG6: Per differenza

A7: Complementare + equazione di primo grado

A8: Differenza + equazione di primo grado
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A9

. Equazione di primo grado

A10: Non tenta nessuna strategia risolutiva

A1l: Haunastrategiarisolutiva, manon riesce a comunicare per iscritto il

procedimento.

In unatabella a doppia entrata “alunni/strategie’, per ogni alunno si indica con il valore

1 le strategie che esso ha utilizzato e con il valore O le strategie che non ha adoperato.

L’ elenco delle strategie effettivamente utilizzate dagli alunni, che hanno partecipato ala

sperimentazione, per risoluzione del quadrato magico e che sono state considerate nella

tabulazione dei dati € il seguente:

Al:
A2:
A4:
AG:
A8:

inserire i numeri a caso

complementare attuata inserendo i numeri in una casellaa caso
complementare

per differenza

per differenza con equazione di primo grado

A1l: complementare senza la consegna di una descrizione scritta corretta

Latabelladei dati si presenta nell’ Appendice N° 2 alla fine del Capitolo 2.

2.3

1.3 ANALISI QUANTITATIVA DEI DATI

Albero delle smilarita’

A
A A
1 8

] BA
|

Arbre de smilarité: C:\CHIC\chic 2000\Catd EXC CSV (MS-DOS).csv

Dal grafico si evidenzia una maggiore similarita fra le seguenti coppie di strategie:

Al e A2: “inserire i numeri a caso” e “complementare inserendo numeri in una
casellaacaso”.

A4 e All: “complementare” e “complementare senza la consegna di una
descrizione scritta corretta’.

A6 —A8: “per differenza“ e per differenza con equazione di primo grado”.
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Dal grafico emergono due gruppi.

Al grande gruppo appartengono gli alunni che hanno completato il quadrato inserendo i
numeri a caso 0 hanno applicato la strategia del complementare inserendo numeri in una
casella a caso.

Al piccolo gruppo, invece, appartengono coloro che hanno scelto una strategia vincente,
calcolando i numeri dainserire per differenza, per differenza con equazione di primo
grado o hanno applicato la strategia del complementare anche senza la consegna di una

descrizione scritta corretta.

Grafico implicativo

©—&)

Grapheimplicatif : C:\CHIC\chic 2000\Cartd EXC CSV (MS-DOS).csv
99 95 92 85

Da grafo implicativo s osserva che esiste un’unica implicazione fra la strategia
dell’inserire i numeri a caso e la strategia complementare attuata inserendo i numeri in

una casellaa caso.

Albero gerarchico

= >
N >

A A
4 6

% >
AH>

Arbrehiérarchique: C:\CHIC\chic 2000\Cartd EXC CSV

(MSDOS).csv
Dall’ albero gerarchico si evidenzia una gerarchia marcata tra la strategia A1 e A2, in
guanto I'alunno che sceglie di inserire un numero a caso, Sicuramente potra anche
scegliere la strategiadel complementare e dell’ inserire i numeri in una casellaa caso.
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Si evidenzia inoltre I'equivalenza (doppia implicazione) fra la strategia A6 “per
differenza’ e lastrategia A8 “per differenza con equazione di primo grado”.

Non c'é gerarchiatra le variabili A4 “complementare” e A1l “complementare senza la
consegna di un procedimento scritto in modo corretto”.

Analis fattoriale

Component Plot in Rotated Space

1,0 EV)
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o
51
ap
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% all
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o
5
O -10
-1,0 -5 0,0 5 1,0

Component 1

Dall’analis fattoriale si evidenzia che le strategie A1 — A2 “inserire i numeri a caso e
complementare inserendo numeri in una casella a caso”, e le strategie A4 — All
“complementare e complementare senza la consegna di una descrizione scritta corretta’,
sono contrapposte e la loro antitesi dipende dalla strategia risolutiva A8 “per differenza

con equazione di primo grado”. Questa ultima quindi discrimina le due coppie.

2.3.1.4 ANALISI QUALITATIVA

In questa sezione si presenta I’ analisi qualitativa effettuata in una classe di prima media.
Nella fase di “formulazione” gli alunni sono stati divisi in tre gruppi € ogni gruppo
aveva un portavoce. Sono dtate effettuate le registrazioni foniche delle discussioni.
L’analisi qualitativa viene effettuata sui protocolli ottenuti dal lavoro della sbobinatura.

Gruppo 1

Il gruppo disattende la consegna che specifica che il numero piu grande dainserire deve
essere uguale a 92 e non consegna una strategia scritta.



Da subito si intuisce che uno degli elementi del gruppo funge da traino, mentre gli altri
si lasciano guidare. 1l gruppo, sin dall’inizio, procede tacitamente su progetto “somma
26”. L’elemento trainante comincia da una casella a caso, in seguito, dopo essersi
imbattuto quasi casuamente in alcuni “dati di fatto” (una colonna completa, una riga
con una sola casella vuota) inizia un lavoro di gerarchizzazione e generalizzazione con
alcuni riferimenti di tipo pragmatico. Intale lavoro la “a” che, in terza colonna compare
gia con numeri che complessivamente danno per somma 26, viene posta uguale al
valore zero. Solo dopo che I'elemento trainante ha completato, con insuccesso, il
guadrato, la restante parte del gruppo sembra incoraggiata ad intervenire. 11 gruppo
quindi, torna su cio che si e fatto: “proviamo in tutti i modi...”, “facciamo le
diagonali ”, “forse dobbiamo fare cosi... ”; “forse dobbiamo cambiare questo... ”. Nel
tentativo di “fare quadrare i conti” il gruppo in due o piu occasioni inserisce in qualche
casella numeri “da sottrarre”. Si susseguono i vari tentativi, ma il gruppo non riesce a

sisgemare il quadrato neanche sulla somma 26+a.

Gruppo 2

I gruppo non consegna una strategia scritta. All’inizio del lavoro uno dei componenti
afferma che la “&’ € un numero che deve essere sommato a tutte le colonne, a tutte le
righe e alle due diagonali, c'eé quindi in maniera non consapevole I’intuizione del
concetto di variabile.

Da subito il gruppo lavora in modo che la somma all’interno delle caselle delle varie
righe, colonne e diagonali sia 92. | ragazzi procedono quindi, con una definizione non
completamente corretta ma chiara della consegna. La strategia organizzativa manca
perd della fase progettuale in quanto i ragazzi procedono a caso, riempiendo
ordinatamente le caselle delle varie righe. Completate le righe, i ragazzi pensano di
essere arrivati ala soluzione. Quando si chiede loro di verificare se la somma risulta
anche sulle diagonali, il gruppo pensa che forse il numero 66 € stato inserito in caselle
sbagliate. | ragazzi tentano altre strategie ma non arrivano alla soluzione.

Nell'attivita di questo gruppo emerge complessivamente un “germe’ di pensiero

algebrico.

Gruppo 3

Il gruppo disattende la consegna che specifica che il numero piu grande dainserire deve

essere uguale a 92. Consegna una descrizione scritta della strategia. L’ analisi qualitativa
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viene fatta sulla base di questa descrizione e sulla registrazione fonica eseguita durante
il lavoro.

La “a” presente al’interno del quadrato viene considerata un simbolo sostituibile con
un numero e i membri del gruppo concordano nel ritenere che la somma del quadrato 4
" 4 deve dare 26. Anche in questo gruppo manca una fase progettuale, poiché i ragazzi
procedono a caso, riempiendo ordinatamente le caselle delle varie righe. Nell’ ultima
riga, dove la somma dei numeri gia inseriti da un valore maggiore di 26, il gruppo su
suggerimento pragmatico “...io li ho fatti con il meno...” di uno dei componenti,
inserisce |I’uso del numero negativo (inteso come qualcosa da sottrarre).

L’ attivita successiva evidenzia I'uso di un falso ragionamento giustificato, in cui il
gruppo lavora anche fuori del quadrato con I’ obiettivo di raggiungere somma 26, cioé
aggiungendo o sottraendo alla somma data dai numeri presenti in tutte le caselle di una
riga o di una colonna altri numeri (che perd non possono essere collocati in nessuna
casella). Con questa ultima strategia il gruppo sistema le altre caselle delle successive
colonne. 11 problema resta aperto quando il gruppo deve affrontare la soluzione della

diagonale secondaria

2.3.1.5 DISCUSSIONE DEI RISULTATI

Gli sperimentatori ritengono che la ricerca di strategie risolutive relative al quadrato
magico 3 °~ 3 sia risultata, in genere, abbastanza semplice ai ragazzi. Piu difficile,
invece, si érivelato I’ approccio alle strategie risolutive del quadrato magico 4~ 4.

Nel proporre la risoluzione di questo ultimo quadrato, I’intento era quello di studiare
alcuni aspetti del periodo di transizione trail linguaggio aritmetico e quello algebrico.
La consegna riguardante il quadrato magico 4~ 4 (esplicitata forse volutamente con un
linguaggio in parte ambiguo) é risultata sostanzialmente poco chiara alla maggior parte
degli aunni.

Nel riproporre questa Situazione a-didattica, gli sperimentatori consigliano quindi di
sostituire il testo di questo quesito con una frase che renda piu comprensibile la
consegna, ad esempio: “completa il quadrato magico in modo che la sua somma sia
uguale 26+a. Sodtituisci “a” in modo che il numero piu grande da inserire in una delle
casellesia92”.

Ddl’analisi quantitativa e qualitativa dei dati emerge che, negli alunni compare gia il
pensiero aritmetico abbastanza strutturato. Anche se un gruppo numeroso procedeva

ancora per tentativi, perché nel quadrato 3~ 3 hanno inserito i numeri a caso 0 hanno
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scelto le caselle a caso, questo e dovuto sicuramente alla complessita stessadel compito.
Per completare il quadrato magico é necessario capire la dipendenza reciproca che esiste
trale diverse righe, colonne e diagonali e quindi, I’alunno doveva individuare le caselle
dalle quali poteva iniziare e, successivamente, continuare a giocare. E' interessante
rilevare che, nel caso che la somma parziae di alcune caselle era superiore alla somma
totale del quadrato, i ragazzi hanno utilizzato i numeri negativi come “numeri da
sottrarre”.

Rispetto alle diverse concezioni di variabile evocate dagli alunni, € possibile rilevare
che alcuni hanno considerato la “a” una costante uguale a O; per altri, invece, era un
simbolo che poteva essere sostituito da un numero. Per altri ancora, la “a”
rappresentava una variabile, in altre parole un simbolo che doveva essere sommato a
tutte le colonne, atutte le righe e alle due diagonali. Anche se questi alunni non avevano
ancora iniziato lo studio dell’algebra, hanno considerato il simbolo “a” sotto differenti
agpetti: cogtante, valore numerico, “0”, “cosa che varia’. Quindi, si osserva chiaramente
la presenza del pensiero algebrico, anche se non ancora strutturato perché i ragazzi non
sono riusciti ad operare con il valore simbolico.

L’analisi qualitativa delle registrazioni, relative alla fase della “formulazione’, ha
mostrato che le strategie risolutive utilizzano fondamentalmente il linguaggio naturale e
quello aritmetico; il linguaggio agebrico e pressoché assente.

2.3.2 SCUOLA SUPERIORE

Hanno partecipato della sperimentazione 39 alunni appartenenti a due classi prime del
Liceo Psico-Pedagogico (14-15 anni).

2.3.2.1 SITUAZIONE A-DIDATTICA E LE SUE FASI
Fase 1. Consegna (durata 30’)

L’ insegnante simula il gioco con I’alunno, spiegando in modo chiaro e comprensibile la
procedura per la compilazione del quadrato 3~ 3. Durante il gioco, commenta e illustra
le fasi. Proseguono poi il gioco due aunni, scelti a caso, ala lavagna sempre con un

altro quadrato magico 3~ 3.
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In seguito, gli altri ragazzi completano altri quadrati magici 3~ 3, giocando a gruppi di
due, decidendo di comune accordo i numeri da inserire, scegliendo dungue una strategia
adeguata.

Le regole scaturiscono dalla situazione, non sono date dall’ insegnante, di conseguenza
I" azione riduce I’ ambiguita del messaggio e introduce la retroazione.

(I quadrati magici utilizzati nell’ esperienza sono presentati nell’ Appendice N° 3 alla
fine del Capitolo 2).

Fase 2: Lavoro individuale con motivazione, fase d’azione (durata 50')

L’insegnante si allontana e I’allievo si prende carico del problema. | ragazzi devono
compilare un quadrato 4 ~ 4 individualmente, riportando sul foglio le varie fasi della
strategia adottata. Devono decidere fra le eventuali strategie individuate, quella piu
conveniente e motivarla.

In questa fase ogni alunno viene responsabilizzato, costruisce da solo il proprio sapere.
Alla fine di questa fase, i ragazzi consegnano i propri lavori che verranno in seguito
valutati quantitativamente mediante un’ apposita griglia.

Fase 3: Gioco di squadra, gruppo contro gruppo (durata 20’)

Tutti gli alunni sono divisi in due gruppi, diventa un gioco di squadra. Ogni gruppo ha
un portavoce. All’interno del gruppo si discute, ciascun allievo cerca di convincere gli
altri della propria strategia, e per fare questo deve comunicare: in questa fase entrano in
gioco I'argomentare e il congetturare. Avviene dunque la formulazione di una
conoscenza.

Questa fase e quella successiva, sono registrate dall’insegnante e poi saranno valutate

gualitativamente.

Fase 4: Situazione di validazione (il gioco della scoperta, prova e dimostrazione)
(durata 20).

In questa fase I’alunno deve fare retroazioni, deve ragionare, discutere una situazione,
condividere o rivedere le opinioni.
Si prende coscienza della strategia decisa di comune accordo e poi si scrive su un foglio

la dimostrazione. Gli alunni sono motivati a discutere una situazione, € cosi favorita la
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loro validazione. Il “perché’ é appreso dall’allievo, diventa un sapere sociale e non
individuale.

Vince la squadra che riesce a completare prima il quadrato, a convincere tutto il gruppo
della strategia usata e aformulare una dimostrazione valida.

2.3.2.2 DESCRIZIONE DELLA FASE DI VALIDAZIONE

Il gruppo vincente della 1° “A” ha utilizzato il metodo aritmetico: ha considerato che
almeno una casella deve contenere il numero 92 e che la somma deve essere uguale a
26+a . Prendendo in esame la colonna in cui sono inseriti i numeri 1, 12 e 13, laloro
sommaée 26 per cui hanno sostituito ad “a” il massimo numero che é 92.

Alcuni alunni del secondo gruppo della 1° A, invece, hanno iniziato con un
procedimento aritmetico-algebrico inserendo alcuni vaori: 5, -4+a, 9+3a, ecc.,, ma
non hanno completato il quadrato perché non capivano a quale casella attribuire il
valore 92. Questa Srategia e stata abbandonata per adoperare il metodo aritmetico.
Entrambi i gruppi della 1° B hanno adoperato il metodo aritmetico-algebrico: hanno
considerato che una caselladi ogni rigae di ogni colonna deve contenere il smbolo “a”
e hanno completato il quadrato. Nelle caselle hanno notato la presenzadi: a, a— 2, a —
4, a— 6 e hanno considerato che il valore 92, il piu grande, doveva sostituire “a .

(Una descrizione piu esauriente sui metodi risolutivi si presenta nell’ Appendice N° 4
alafine del Capitolo 2).

2.3.23L'ANALISI A-PRIORI
L’analisi a-priori del problema ha permesso di determinare tutte le possibili strategie

che possono utilizzare gli alunni per larisoluzione del quadrato magico.

Al: Inserisce i numeri acaso.

A2: Come Al e abbandona

A3: Calcolo aritmetico considerando “a” costante qualunque, tiene conto della
consegna 92.

A4: Come A3 e abbandona

A5: Calcolo aritmetico considerando “a” costante qualunque, non tiene conto della
consegna 92.

A6. Come A5 senza giugtificare i valori ottenuti.

A7: Come A5 e abbandona
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A8: Calcolo algebrico considerando “a” costante qualunque, inserisce alcuni valori
sbagliati senza giustificarli, non considera la consegna 92.

A9: Calcolo algebrico considerando “a” costante qualunque, inserisce alcuni valori
sbagliati giustificandoli, non considera la consegna 92.

A10: Calcolo aritmetico considerando “a” costante, considera la somma uguale a 92.
A1l1: Come A10 e abbandona

A12: Calcolo algebrico, “a” costante ma non considera la consegna 92.

A13: Come A12 senzagiustificare i valori ottenuti.

A14: Calcolo algebrico, “a” costante, considera la consegna 92.

A15: Come A14 e abbandona.

A16: Calcolo algebrico, “a«” costante, imposta un sistema di 7 equazioni in 7
incognite.

A17: Come A16, considera la consegna 92.

A18: Come A16 e abbandona

A19: Come A17 e abbandona

A20: Cacolo algebrico, “a@’ variabile, imposta un sistema di 8 equazioni in 8
incognite, ma non considera la consegna 92.

A21: Come A20, considera la consegna 92.

A22: Come A20 e abbandona

A23: Come A21 e abbandona

A24: Calcolo algebrico, “a” cogtante, imposta un sistema di 3 equazioni in 3
incognite, ma non considera la consegna 92.

A25: Come A24, considera la consegna 92.

A26: Come A24 e abbandona

A27: Come A25 e abbandona

A28: Calcolo algebrico, “a” variabile, imposta un sistema di 3 equazioni in 3
incognite, ma non considera la consegna 92.

A29: Come A28, considera la consegna 92.

A30: Come A28 e abbandona

A31: Come A29 e abbandona

In unatabella a doppia entrata “alunni/strategie’, per ogni alunno si indica con il valore

1 le strategie che ha utilizzato e con il valore O le strategie che non ha adoperato.
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L’ elenco delle strategie effettivamente utilizzate dagli alunni, che hanno partecipato ala
sperimentazione, per risoluzione del quadrato magico e che sono state considerate nella

tabulazione dei dati € il seguente:

Al: Inserisce i numeri acaso.

A3. Calcolo aritmetico considerando “«” costante qualunque, tiene conto della
consegna 92.

A5: Calcolo aritmetico considerando “«” costante qualunque, non tiene conto della
consegna 92.

A8: Calcolo agebrico considerando “a” costante qualungue, inserisce alcuni valori
sbagliati senza giustificarli, non considera la consegna 92.

A9: Calcolo agebrico considerando “a” costante qualungue, inserisce alcuni valori
sbagliati giustificandoli, non considera la consegna 92.

A10: Calcolo aritmetico considerando “z” costante e la somma uguale a 92.

A11: Come A10 e abbandona.

A12: Calcolo algebrico, “a” costante ma non considera la consegna 92.

A13: Come A12 senzagiustificare i valori ottenuti.

A14: Calcolo algebrico, “a” costante, considera la consegna 92.

Latabelladei dati si presenta nell’ Appendice N° 5 alla fine del Capitolo 2.

2.3.24 ANALISI QUANTITATIVA DEI DATI

Albero delle similarita

A A A A A \

A \ '
1 L L 5 1 1 9 0

RRRER:

Arbre de similarité : C:\CHIC\chic 2000\GRIGRUPPOL1.csv

Dal grafico emergono due raggruppamenti similari tra loro:
R1=(Al, A13 A12 A3, A5 Al4) e R2=(A8, All, A9, A10).
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Al gruppo R1 appartengono soprattutto gli alunni che hanno utilizzato il calcolo
algebrico assegnando ad “a’ un valore costante. Le strategie A1, A3 e A5 di questo
gruppo riguardano il calcolo aritmetico, ma sono state adoperate soltanto da quattro
allievi.

Dal secondo gruppo fanno parte coloro che hanno utilizzato le strategie che si
riferiscono, invece, al calcolo aritmetico o a calcoli algebrici errati senza considerare la
consegna 92.

In ogni caso € interessante rilevare che la maggior parte degli alunni ha eseguito calcoli
algebrici.

Grafico implicativo
® @ ) @)
€ @
©

Graphe implicatif : C:\CHIC\chic 20000GRIGRUPPO1.csv 99 95 90 85

Daquesto grafico si deduce che non ci sono implicazioni rilevanti frale variabili.

Albero gerarchico

A A A A A
1 1 1

=

9 1

Arbre hiérarchique : C\CHIC\chic 2000GRIGRUPPOL.csv

Il grafico non presenta dati significativi per larilevazione statistica.
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Analis fattoriale

Component Plot in Rotated Space
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Dalla proiezione bidimensionale si osserva che le strategie A8 e A11 (calcoli algebrici
shagliati e calcolo aritmetico con abbandono della risoluzione) si contrappongono alla
strategia A12 (calcolo algebrico), rispetto a secondo fattore (asse verticale). Tutte le
atre variabili A5, A9, A10, A13, Al4 formano una nuvola sull’asse verticae e
corrispondono principalmente a quelle strategie che non considerano la consegna 92 o
lo fanno in maniera shagliata, cioé tenendo conto del 92 come la somma del quadrato

magico.

2.3.25 ANALISI QUALITATIVA

Durante tutte le fasi del gioco, gli alunni hanno mostrato notevole interesse e una
partecipazione attiva. 1| compito e risultato stimolante e piacevole.

Nella prima fase sia quando € stato spiegato alla lavagna il quadrato 3~ 3 sia quando
hanno giocato in coppia, gli alunni hanno risolto con facilita ed entusiasmo il lavoro
assegnato.

Nella seconda fase, quando e stato consegnato il quadrato magico 4~ 4, i ragazzi hanno
lavorato individualmente mostrando qualche difficolta. Infatti molti si aspettavano un
quadrato magico 4 ©~ 4 che non contenesse alcuna variabile, ma superato il primo
impatto, la maggior parte ha potuto a completare il quadrato magico. Nessuno, pero, &
riuscito a comprendere la parte della consegna che diceva testuamente: “Completare il
guadrato magico in modo che il numero piu grande da inserire sia uguale a 92”. Su

guesta seconda parte gli alunni hanno discusso ampiamente nella terza fase, cioé
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durante il lavoro di gruppo proponendo vari tipi di strategie. (1 protocolli dell’ esperienza
si presentano nell’ Appendice 6 alla fine del Capitolo 2).

2.3.2.6 DISCUSSIONI DEI RISULTATI

Dall’analisi qualitativa dei protocolli emerge anche che il simbolo “a’ assume per gli

alunni diversi aspetti, per esempio:

“Quindi se a= 92, dobbiamo dare un valoread a”.
“...ad anon s devedarealcun valore’.
“...adanon s deve attribuire niente”.

“... adeve avere un valore, perché a e una costante, non é variabile’.

“Se abbiamo detto che a & una costante, come puo essere negativa?’.

“a e un incognita quindi deve essere sostituito con un numero che non supera il
92..."

“Se noi mettiamo 92 e lo attribuiamo alla a, alloralaa si deve considerare come una

specie di variabile e dobbiamo sottrarla per questi: -6, -2, -4; il problemaée...”.

Quindi il simbolo “a” viene considerato come una costante, un valore numerico, una
variabile, un’incognita, un simbolo senza alcun valore. E' eloquente I’ espressione di
Felicia, quando si riferisce a valore che assume la somma del quadrato: “...dipende dal
significato che diamo ad a”. Precisamente, una caratteristica difficile dei valori
simbolici € che la loro natura precisa cambia, possono assumere aspetti diversi che
hanno soltanto una particolarita in comune: il fatto di essere astratti.

Sia dall’analisi qualitativa che da quella quantitativa si evince che, la maggior parte
degli aunni ha eseguito calcoli algebrici, in altre parole ha operato con il valore
simbolico “a”; anche se in alcuni casi si sono registrati degli errori, per esempio:
considerare 26+a come 26a.

Mentre in una classe € prevalso il pensiero aritmetico su quello algebrico, perché gli
alunni hanno trasformato il quadrato magico in un problema aritmetico attribuendo ad
“a” 1l valore 92; nell’altra classe invece, i ragazzi hanno completato le diverse caselle
con numeri ed espressioni contenenti la “a” poi, stimolati dall’insegnante a compiere
una retroazione (feed-back), hanno dedotto che il valore 92 doveva essere attribuito ad
“a”. E’' opportuno sottolineare che alcune delle strategie previste nell’analisi a-priori:

impostazioni di equazioni di primo grado o di sistemi di equazioni, non sono state



adottate dagli alunni. Probabilmente ci0 sia stato determinato dal fatto che questi
argomenti non sono stati trattati nel corso dell’ anno scolastico.

In ogni caso & importante mettere in evidenza la presenza del pensiero algebrico in fasi
diverse di organizzazione, che dipendono da singoli alunni.

2.4 CONCLUSIONI

Dall’analisi dei dati si evince che gli alunni di prima media considerano il simbolo “a”
del quadrato magico come: costante, valore numerico, “0” e “cosa che varia’, anche se
non hanno iniziato ancora con lo studio dell’algebra. Per gli alunni della scuola
superiore, invece, il simbolo “a” pud assumere aspetti ben diversi: costante, costante
non negativa, valore numerico, variabile, incognita e simbolo senza alcun valore,
secondo del particolare modo di utilizzarlo all’interno dell’ attivita di risoluzione del
problema e dallo sviluppo individuale del pensiero algebrico. Quindi questi risultati
permettono di falsificare la prima ipotes: “Gli alunni evocano le diverse concezioni di
variabile anche in assenza di un’ adeguata padronanza del linguaggio algebrico”.

Gli allievi di prima media non sono riusciti ad operare con il valore simbolico e hanno
utilizzato essenzialmente strategie risolutive in linguaggio aritmetico e/o naturale. La
maggior parte degli alunni della scuola superiore, invece, ha eseguito calcoli algebrici
anche se in qualche caso si sono registrati degli errori (26 + a come 26a).

In una prima della scuola superiore il gruppo vincente ha utilizzato il procedimento
aritmetico che consiste nell’ attribuire ad “a” il valore 92. Alcuni aunni dell’altro
gruppo, invece, hanno iniziato con un procedimento aritmetico-algebrico inserendo
alcuni valori: 5, -4+a, 9+3a, ecc., ma non sono riusciti ad completare il quadrato perché
non capivano a quale casella dovevano attribuire il valore 92. Quindi, gli studenti hanno
abbandonato questa strategia per adoperare, anche essi, il metodo aritmetico.

Nell’atra classe della scuola superiore entrambi i gruppi hanno utilizzato il
procedimento aritmetico-algebrico, considerando che una casella di ogni riga e di ogni
colonna deve contenere il simbolo “a” e hanno completato il quadrato. Nelle caselle gli
alunni hanno notato la presenza di: a, a — 2, a — 4, a — 6; stimolati dall’insegnante a
compiere una retroazione (feed-back), hanno dedotto che il valore 92, essendo il piu
grande, doveva essere attribuito ad “a”.

E’ interessante sottolineare che gli alunni non hanno adottato nessuna delle strategie

algebriche previste nell’ analisi a-priori.
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Quindi questi risultati permettono di falsificare la seconda ipotes: “I procedimenti in
lingua naturale €/o in linguaggio aritmetico prevalgono come strategie risolutive in

assenza di un’ appropriata padronanza del linguaggio algebrico”.
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APPENDICE N° 1: Quadrati magici utilizzati nella Fase || della Scuola media

Completa, inserendo i numeri mancanti nel quadrato magico, (la somma dei numeri di ciascuna

riga, colonna o diagonal e € sempre la stessa).

Somma 27

Somma 45

12

10

15

24

12

Somma 18

Somma 60

9

20

24
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APPENDICE N° 2: Tabellarelativa all’ Analisi quantitativa della Scuola M edia

Legenda: CAS 1C1, CAP 1C13: alunni

Al All: strategie

Al A2 A All

CAS1C1
CAS1C2
CAS1C3
CAS1CA4
CAS1C5
CAS 1C6
CAS1C7
CAS1C8
CAS1C9
CAS1C10
CAS1C11
CAS1C12
CAS1C13
CAS1C14
CAP 1C1
CAP 1C2
CAP 1C3
CAP 1C4
CAP 1C5
CAP 1C6
CAP 1C7
CAP 1C8
CAP 1C9
CAP 1C10
CAP1C11
CAP 1C12
CAP 1C13
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APPENDICE N° 3: Quadrati magici utilizzati nella Scuola Superiore

Gioco: Il quadrato magico
Completa, inserendo i numeri mancanti nel quadrato magico, (la somma dei numeri di ciascuna

riga, colonna o diagonal e € sempre la stessa).

Somma 15

Altri quadrati magici utilizzati nella FASE 1

Somma 18 Somma 21
6 7
5 3 12 6
Somma 24 Somma 27
8 9
11 7 8 6
Somma 30 Somma 45
10 15
11 13 24 12
Somma 33 Somma 60
11 20
14 10 32 24
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Somma 48 Somma 63

16 21

19 7 33 25

Quadrato magico utilizzato nelle FASI 2e 3

Consegna: Completareil quadrato magico in modo che il numero piu grande dainserire sia

ugualea 92.

Somma 26 + a

14 1
9 |12
11 a |10

16 | 13




APPENDICE N° 4: Analisi a-priori del quadrato4” 4
Procedimento aritmetico

Sappiamo che ci deve essere almeno un numero uguale a 92 e che la somma deve essere 26 + a.
Prendendo in esamela colonna in cui sono inseriti i numeri 1, 12 e 13, laloro somma é 26 per
cui sostituiamo ad “a”” il massimo numero che &€ 92.

Procedimento aritmetico-algebrico

Nella consegna non € preso in considerazione, dall’inizio, cheil numero piu grande dainserire &
92.

Si prende invece in considerazione che una casella di ogni riga e di ogni colonna deve contenere
il smbolo “a”.

Dopo di questa premessa ci s accorge che nella 4° riga la somma dei due numeri gia inseriti €
maggiore di 26. Si deduce alora che bisogna operare nell’insieme Z. La diagonale principale
contiene gia il smbolo “a”, s completa alora con il numero mancante che fa raggiungere il
totale di 26. A questo punto si torna nella quarta riga e nella casella vuota si mette il simbolo
“a”, piu il numero relativo negativo, che fa arrivare a 26. Con lo stesso criterio s procede
spostandosi in quelle righe o in quelle colonne che presentano una sola casella vuota da
riempire. Guardando il quadrato completo, s evidenziano adesso i seguenti valori: a; a- 2;
a-4;, a-6.S considera a questo punto che il valore 92, dovendo essere il piu grande dovra
sostituire “a”.

Procedimento algebrico

1. Si considera “a” costante. Si parte dalla terza riga o dalla diagonale principale perché
contengono entrambe tre elementi, attribuendo a valore mancante un’incognita s imposta
un’ equazione di 1° grado.
11+ x+a+10=26+a
oppure
14+ 9+a+x=26+a
Il percorso per completare il quadrato, non € obbligato perché si procede considerando le
righe o colonnein cui sono presenti tre dementi.

Allafine del procedimento ci si accorge che tre degli e ementi inseriti sono termini letterali
in cui compare “a” .

14 ja-4|1 15

7 9 12 |a-2

11 |5 a 10

Daqui ci sono due possibilita:
non s considerala consegna che il numero piu grande sia 92.
ci si accorge della consegna e s attribuisce ad “a” il valore 92 perché gli altri tre valori
sono inferiori ad “a” .

2. Considerando “a” costante s pud impostare un sistema lineare di 7 equazioni in 7
incognite.
Questa strategia viene subito abbandonata perché lunga e difficoltosa.

3. Siconsidera “a” variabile es imposta un sistema lineare di 8 equazioni in 8 incognite.
Questa strategia viene subito abbandonata perché lunga e difficoltosa.
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4. Siconsidera “a” variabile e si imposta un sistema lineare di 3 equazioni in 3 incognite, di
Cui una & un’identitd, quindi per completare il quadrato s introducono dtre variabili.
Durante la risoluzione ci si accorge che alcune variabili dipendono da “a”. Da qui la
necessita di dare ad “a” un valore costante che dovra essere necessariamente 92 perché le
altrevariabili introdotte risultano inferiori a 92.

11+ x+a+10=26+a
1+12+a+13=26+a

Z+ 9+ Xx+16=26+ a

14 |z 1 |p

m |g (12 |l

11 |x a 10
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APPENDICE N° 5: Tabdlarelativa all’ Analisi quantitativa della Scuola Superiore

enda: bl , al7: alunni,

Al, Al4: dtrategie

L

Al|l A3 A5 A8| A9|A10]A11]A12|A13|A14

bl

b2

b3
b4
b5
b6
b7

b8
b9

b10
b1l

b12
b13
b14
b15
b16
bl7
b18
b19
b20
b21
b22

a4

ab
ar

a9

al0

all

al2

al3

al4

al5

al6

al7
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APPENDICE N° 6: Protocolli della Scuola Superiore

Protocolli dei gruppi

Nellaterzafase gli alunni sono stati divisi in due gruppi € ogni gruppo aveva un portavoce.
Sono state registrate le discussioni. Dal lavoro di shobinatura s sono ottenuti i seguenti
protocolli:

CLASSE: 1° A

Protocollo del Gruppo A (portavoce Giusy Quaceci)
Giusy: “Primadi tutto ho cercato il valore di a, in modo che 26+a=92 nella colonna dove si
trova a. Ho trovato il valore mancante per ottenere 92, poi ho fatto 92-26=66 che e il valore
di a, ed ho continuato a compilare le altre colonne avendo come riferimento il valore di ae
lasomma 92”.
Ilenia: “Leggendo l'intestazione ho visto che il numero pit grande da inserire era 92, alora
ho fatto 26, ma non risultava, allora ho aggiunto 91. Poi ho fatto 26+91=117, ho sommato i
numeri ed il risultato del quadrato magico era 117, tranne una colonna che non mi
risultava’
Valentina: “lo ho provato, ma non ci sono riuscita’.
Marisa: “Ancheio ho tentato, ma non ci sono riuscita’.
Erika: “Ho fatto lo stesso procedimento di Giusy, ho fatto valere a=66 e ho sommato per
ogni numero”.
Francesca: “lo ho fatto 92-26=66 e poi ho trovato i numeri adatti per completare il
guadrato magico”.
Giusy: “Dai ragazzi iniziamo a svolgerli, vial”.
llenia: “Il testo qua dice che nel quadrato magico il numero piu grande sia 92, pero
dobbiamo inserire almeno un numero che arrivi 92, in modo che s completi il quadrato”.
Giusy: “Secondo me, abbiamo sbagliato perché noi abbiamo messo come somma 92,
invece non &lasomma, ma il numero dainserire. Quindi, se a=92, dobbiamo dare un valore
ada'.
Ilenia: “Bisognafare 26+927".
Marisa: “No machecentra’.
Giusy: “Main sostanza cosa si devefare?’.
Valentina: “Allorasi devefare 92-66? Anzi 92-26=667".
Ilenia: “Ma senoi facciamo 66+26=92, non possiamo fare 92 come somma totale’.
Giusy: “92 lo abbiamo considerato come somma totale, invece 92 & il numero dainserire’.
Marisa: “Alloranon s fa92-267".
Giusy: “No, 92 bisogna metterlo a posto di a Proviamoci. Se mettiamo 92 al posto di &,
abbiamo altri due numeri nella colonna: 1'11 e il 10 quindi 92+10=102;102+11=113 e poi
bisogna fare la somma”.
llenia: “Allora si fa cosi: nella terza colonna c'e 1, 12, a, 13, se a posto di a mettiamo il
valore 92 s fa 92+1=93+12+13 risulta 118 e secondo me bisognava sommare gli altri
numeri in modo che la somma dava 118".
Giusy: “Attribuito ad a il vaore di 92, il testo ci dice che la somma é 26+a, quindi
dobbiamo fare la somma 26+92=118. Ndlla colonna abbiamo 11, il valoredi ache & 92, 10,
13 equindi la somma = 118. (Nele altre colonne) dobbiamo trovare il valore mancante che
sommato agli altri numeri ci dia 118. Stiamo riuscendo, dai 92+9=101;
101+14=115+3=118".
Giusy e llenia: “3+13+16=32. Ora dobbiamo trovare un numero che sommato a 32 mi dia
118, € 86. Ora s fa 86+5=91+12=103, 103 per arrivare 118 troviamo 15. Ora facciamo
15+1=16, 16+14=30, per arivare a 118 s fa 118-30=88. Poi 88+9=97+5=102,
102+16=118.0ra  bhisogna fare 15+10=25+3=28, 118-28=90. Proseguiamo:
90+9=99+12=101, 101+17=118. Ora facciamo 11+7=18, 18+14=32, 32+86=118. Evvival
Abbiamo vinto!”.
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Validazione

Giusy: “Abbiamo visto che ci sono molti procedimenti, tra i quali uno che ha trovato la mia
compagna Francesca che aveva attribuito ad a il valore 66. Perd leggendo beneiil testo abbiamo
capito che potevamo attribuire ad a il valore numerico 92, visto che il testo ci diceva che il
valore da inserire era 92. La somma data & 26+a, quindi 26+92=118. Nella tabella abbiamo
sostituito a con 92 e risolvendo la terza colonna verticale, il risultato era 118, quindi la somma
del quadrato magico € 118. Facendo lo stesso procedimento per le altre colonne, il risultato era
sempre quello. Possiamo concludere cheil valore a che € 92 e costante”.

Protocollo del Gruppo B: (portavoce Giusy Martello)

Giusy: “Ho risolto questo quadrato magico, trovando il numero che mancava per arrivare
allasomma 26+a dellaterzalinea orizzontale dove i numeri che avevo erano 11, a, 10 e per
arrivare a 26+a ho aggiunto 5. Cosi risulta 26+a. Considerando a una | ettera, ho completato
la seconda linea verticale. Avendo il 16, il 9 e il 5, ho messo -4+a e cosi sono giunta a
risultato. Dopo ho risolto la prima linea orizzontale dove avevo 14, -4+a, +1 e sono giunta
al risultato 9+3a. In alcune caselle ho messo alcuni numeri relativi come ad esempio -2a,
+3a. Dopo ho risolto anche le altre linee pero non riflettendoci, ho sbagliato un calcolo, ma
ho trovato una strategia per risolverlo”.

Lorena: “Il numero pit grande dainserire era 92”.

Giusy: “Infatti, il dubbio che abbiamo tutti, e che mi sono posta pureio quando I’ ho fatto, &
che questo numero s dovrebbe inserire, perd non ho trovato in quale posto”.

Igea: “ Secondo me I'ho dobbiamo inserire nellaa”.

Giusy: “Per0 questo 92 s deve sottrarre, S devetogliere per arrivaredlaa’.

Igea: “Sempre 92 resta’.

Giusy: “Non resta 92, perché la soluzione € 26+a".

Igea: “26+92 quanto fa? Fa 118. Setu fai la somma 92+12+1+13 fa 118, e gli altri devono
risultare pure 118".

Lorena: “Secondo me ha ragione Igea perché qua c'é un legame, perché é 26+a, tu devi
attribuire il valore ad a, quindi se a= 92 lasomma deve venire 118".

Giusy: “Non pu0 essere un quadrato magico, perchéil risultato deve venire ugual e per tutti,
infatti, dovrebbe risultare 26+a. Se noi facciamo come dice Igea, non risulterebbe 26+a,
risulterebbe 118+a”.

Felicia: “Pero dipende da significato che diamo ad a’.

Lorena: “Lasomma vale 118 e basta, seavale 92 il risultato non viene piu 118+a ma solo
118".

Felicia: “Giusy, praticamente la a devi far finta che €92".

Igea: “Attribuiamo ad ail valore 92, poi fai la somma 26+92 chefa 118".

Giusy: “Quindi abbiamo trovato la soluzione: dobbiamo attribuire ad a il valore di 92 e
trovando questo valore dobbiamo riuscire arisolvere tutto il quadrato magico”.

Lorena: “Sin dall’inizio avevamo detto di attribuire un valore ad a che non cambiava, una
voltas diceva 3, unavolta 5 e cosi via. Allora abbiamo risolto il dubbio, grazie ad Igea!”.
Eugenia: “Perché avete messo il 92 proprio nellaa ?’.

Giusy: “Perché a & senza valore e il testo ci dice che il numero pit grande da inserire &
uguale a92”.

Eugenia: “ Secondo me é shagliato, invece ad a non si deve attribuire niente”.

Igea: “Secondo me abbiamo messo 92 al posto di a perché altrimenti il valore 92 dove lo
metti? Cosi setu fai la somma 26+92 uguale 118”.

Lorena: “ Secondo me ha ragione Eugenia perché ad anon s deve dare alcun valore’.
Eugenia: “ Secondo me si deve trovareil valere 26 e poi aggiungere a, non dare il valore ad
a.

Felicia: “Invece secondo me no, a deve avere un vaore, perché a &€ una costante, non &
variabile’.

76



Giusy: “Néellaterzalinea orizzontaleil 5 e giusto. Il risultato deve essere 118, ora proviamo
a risolvere anche le altre. Sappiamo che a=92, quindi procediamo. Facciamo 12+5=17,
dobbiamo arrivare a 118, possamo fare 90 ..... "

Vanessa: “Secondo me ha ragione Igea e non Eugenia perché qui il testo dice che si deve
inserire un numero uguale a 92 . Quindi in qualche modo a 92 lo dovete fare entrare da
qualche parte e I’unico elemento che non ha valore & proprio a. Quindi a=92 secondo me,
secondo Eugeniainvece no”.

Giusy: “Anche secondo me, hanno ragione Igeae Lorend’.

Felicia: “E alloratu che stai svolgendo la linea trasversale, dove la metti la a, dove o metti
il 927,

Giusy: “1l 92 non s deveripetere tante volte!”.

Felicia: “Perché non s deveripetere?’.

Giusy: “Perché nel quadrato magico non si possono ripetere gli stessi numeri anche se hai
fatto errori di calcolo per risolverlo. Dobbiamo fare 92+17 dove 17=5+12 poi
92+17=109...".

Eugenia: * Secondo me, ci sono numeri negativi, oltre a quelli positivi”.

L orena: “Secondo me, non € come dici tu”.

Felicia: “ Se abbiamo detto che a € una costante, come puo essere negativa?’.

Giusy: “ Sto risolvendo la prima linea orizzontale. Quindi 14+1+92=107 per arrivare a 118
abbiamo 11. Perché non riesce? 9+5+12+il valore di a che € 92 da 118, fino a qua é giusto.
Risolviamo la prima linea verticale dove manca un solo numero”.

Lorena: “Secondo me, hai shagliato ad inserireil 92, perché lo hai messo qui sopra”.
Felicia: “Perché questa linea trasversalerisulta 118; 26+92 uguale 118”.

Igea: “Secondo me, potrebbe essere cosi, ma non ne sono sicura”.

Lorena: “Ma avile 92, non c’é un altro valore che & 92. Il 92 & qua oppure qua, non deve
ripeters due volte lo stesso valore. C’'é qualcosa che non quadra. L’altro gruppo ha gia
finito, ma non prediamoci d’animo *.

Giusy: “Siamo riusciti arisolverlo, trovando numeri tutti diversi”.

Lorena: “Hai ripetuto due volte 92”.

Felicia: “Non écosi. Lorenadov’ il numero chesi ripete’.

Igea: “Secondo me non s pud mettere cosi”.

Giusy: “Si pud mettere 90+2 che non €92".

Validazione

Parla Giusy portavoce del gruppo:

“Quando abbiamo discusso, oltre la mia strategia, ne abbiamo trovata un’altra che consiste
nell’ attribuire ad a il valore di 92, e ala fine abbiamo deciso di utilizzare questa. Quindi
abbiamo attribuito ad a il valore di 92 e sommandolo al 26 doveva dare il risultato di 118 e cosi
abbiamo messo i numeri e completato la tabella che cosi e risultata. Ci siamo accorti che la
strategia é giusta, ma ci sono degli errori di calcolo”.

CLASSE: 1°B
Protocollo del Gruppo A (portavoce Rita Di Martino)

Prof: “ Avanti, forza riempiteil quadrato”.

Rita Di Martino: “Allora lo abbiamo risolto tutti no!! Allora iniziamo da qua perché
abbiamo due numeri e una lettera, quindi viene praticamente 21+a per arrivare a 26+a
gliene mancano 5. Ora facciamo questo perché abbiamo tre numeri e ci valaa, per forza, e
facendo la somma viene 30 quindi dobbiamo sottrarne quanto? 4, quindi viene a-4. Adesso
facciamo questo abbiamo altri tre numeri, nella prima riga in alto, dobbiamo aggiungere 5.
Ora facciamo la diagona e che inizia con 14 abbiamo due numeri e una lettera, la lettera a,
quindi dobbiamo aggiungere un numero, dobbiamo aggiungere 3. Giusto, siete convinti?!”.
Componenti del gruppo: “Sill”.

Rita: “ Allora, praticamente ...... "
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Componenti del gruppo: “Quaci valaal”.

Prof.. “Vi ricordo che il numero pit grande dainserire € uguale a 92”.

Rita: “Allorafacciamo I' altra diagonale viene...”.

AnnaMatranga: “Viene 10, 15, 18....quindi 15”.

Rita: “Si certo 15!! Qui viene 20, 32 quindi ne dobbiamo sottrarne 6 ; viene 24-6, quindi ne
dobbiamo mettere 7.

Luana Romano: “19 e9, 36 No!?".

Silvia: “Qudladai numeri!!”.

Rita: “Quindi quaviene 11, no aspetta...”.

Anna: “19".

Rita: “28, quindi —2 ; I’ho detto giaio, qua viene 28-2, giusto? Ora dobbiamo ragionare sul
92. Qui dice: completa il quadrato magico in modo che il numero pit grande da inserire sia
uguale a92”.

Prof.: “ Annatu devi pensare!”

Anna: “Si io sto pensando’”.

Luana: “Nellaterza colonna orizzontale”.

Rita: “Nellaterzarigall”.

Prof.: “No! nellaterzariga’.

Rita: “Abbiamo messo...”.

Prof.: “Prima cosa hai messo?!”.

Rita: “Nédlaterzarigail numero5”.

Prof.. “Perché...”.

Rita: “Perché gia avevamo due numeri elaletteraa...”.

Silvia: “Quella che parla € Rita Di Martino”.

Rita: “Poi abbiamo inserito nella seconda colonna da sinistra...”.

Silvia: “E la scrittrice € Anna Matranga”.

Rita: “...dasinistraverso destra a-4 perché avevamo gia tre numeri esatti e poiché...”.
Prof.: “ Dovete convincere anche i vostri compagni. Tu Ciofalo lo stai capendo?’.

Rita: “...e poiché la somma veniva maggiore di 26 abbiamo sottratto il numero 4. Poi,
quindi, dove siamo arrivati? Si poi abbiamo inserito il numero 15 nella prima riga poiché
avevamo gia due numeri elalettera a’.

Rita: “Poi abbiamo inserito nell’ ultima riga il numero 3 poiché, nella diagonale che inizia
con il numero 14 avevamo gia due numeri esatti e la lettera. Poi abbiamo inserito
nell’ultima riga a-6 perché nella diagonale che inizia con il numero 15 avevamo gia tre
numeri corretti. Poi, ala fine, abbiamo inserito nella prima colonna il numero 7 perché gia
avevamo due numeri elaletteraaeadlafing ndl ultima colonna, a-2".

Silvia: “Adesso vieneil belloil 92!! Chissa dove lo dovremo metterel!”.

| componenti: “ Sommiamo tutto quanto!!”.

Rita: “Tutto quanto? |o non penso che sia tutto quanto perché altrimenti avrebbero messo la
somma, invece, qui dice: completa il quadrato magico in modo che il numero piu grande da
inseriresiaugualea 92".

Valeria Passaréello: “lo ho provato afare 92:4, per 4*4 no!? E mi évenuto 23”.

Rita: “Ma potrebbe essere, perché.....se noi non, magari non addizioniamo questi 6 —2 in
ogni colonna, inogni riga...”.

Valeria: “lo ho fatto I'addizione di tutti i numeri normali piu la sottrazione e mi veniva
104".

Rita: “Aspetta 4*4 fa 16; se noi facciamo 92-16 ,92:16... Per vedere questo 92 in ogni
guadratino a quale numero corrisponde’.

Anna: “Fa23".

Rita: “Fa 23; no devi fare divisol6, per vedere... se hoi facciamo 4*4=16 e poi diviso 92
otteniamo il numero che in ogni buco ci deve stare”’

Anna: “Scusa, non puo essere che...”.

Rita: “No, maperché...”.

Anna: “No, qui infatti dice, un attimo solo...”.

78



Rita: “No, maio ho fatto cosi perché qui s sta parlando del numero piu grande dainserire’.
Anna: “E appunto, quindi, lo dobbiamo inserire nellatabella’.

Valeria: “Maci sara un nesso logico per mettere questo 92, quindi io per questo ho pensato
di fare...”.

Rita: “Ma unacalcolatrice non ce |’ abbiamo? Per fare subito i calcoli”.

Anna: “Ma questo 92 lo dobbiamo inserire nellatabella’.

Rita: “Fai 92:16; s vediamo, perché io non penso che comunque vada inserito il 92 in
guesto modo, a meno che...”.

Valeria: “2,75".

Rita: “Dunque...”.

Anna: “Qui diceil numero pit grande dainserire, quindi dobbiamo inserirlo”.

Silvia: “Un momento di suspance!”.

Rita: “1l numero piu grande dainserire € uguale a 92; a meno che, forse con questo metodo
che noi abbiamo fatto...., se utilizziamo un altro metodo con i numeri pit grandi...”.
Valeria: “Facciamo la somma e poi dividiamo?’.

Rita: “Faretuttalasomma! Sottraendo pure questi numeri che noi abbiamo sottratto?’.
Valeria: “Prima...ehh...”.

Rita: “Proviamo”.

Valeria: “lo credo che viene 104”:

Rita: “Scusa facciamolo con la calcolatrice, dato che...”.

Anna: “Scusa ma volete sommarli?’.

Rita: “Maio non riesco a capire, perché, secondo me, questa somma non centra’.

Luana: “I numeri 26?! 26,26,26,26" .

Rita: “No! Vuole sommare...”.

Anna: “Rita ma se dobbiamo inserirlo questo 92 o metti dentro latabella”.

Rita: “Si, ma secondo me, sto inserire &€ una cosa, cioé inserire in un modo particolare,
perché altrimenti sarebbe troppo semplice inserire il 92 nella tabella, secondo me ce sotto
gualcosa, un ragionamento”.

Valeria: “104 no, giusto viene!”.

Rita: “104".

Jessica Oliva: “Ma perché 167".

Anna: “4*4=16".

Rita: “Fai 16”".

Jessica: “Maperché 167".

Anna: “Perché 4*4; mase s fa 92 meno tutti questi numeri?! Avete provato a farlo”.
Jessica: “Magiadava 104, 92-104 non s puo fare’.

Anna: “...dicolasommadi tutti i numeri che abbiamo fatto da...”.

Rita: “Dici quelli che abbiamo inserito?’.

Anna: “Si, tutti i numeri che abbiamo inserito”.

Prof.: “Anna...”.

Anna: “Dobbiamo provare a sommare tutti i numeri che abbiamo inserito e poi a dividerli
per 92 0...".

Prof.: “No! Perché, leggi bene’.

Anna: “Maqui diceil numero dainserire!”.

Prof.: “Dobbiamo inserire un numero, e questo numero, il pit grande deve essere 92".
Anna: “Quindi dobbiamo inserirlo”.

Valeria: “Ma quindi dobbiamorrifareil quadrato?’.

Prof.: “No, e giafatto il quadrato”.

Anna: “Perché qua dice: completa il quadrato magico, quindi dobbiamo farlo, ed é fatto, in
modo che il humero pit grande sia uguale a 92; & un enigmal”.

Prof.: “Il numero pit grande da inserire &€ 92. Gia questi ce li hai 15, 3, li puoi cambiare?
No!!”.
Anna: “No!”.
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Prof.. “Lasomma & sempre 26+a”.

Anna: “No, ormai éfatto”.

Prof.: “Allora dove lo devi mettere questo 927 La somma sempre 26+a deve dare’.
Giusy Gangemi: “Una lettera puo essere”.

Prof.. “Quale lettera?’.

Componenti del gruppo: “Laal!”.

Prof.: “Provate!”.

Luana: “Quindi 92-6".

Prof.: “Cosa hai detto Giusy? Dillo di nuovo”.

Luana: “Sodtituire le lettere a con 92”.

Prof.: “Messe al posto di?".

Giusy: “Di ameitere 92",

Anna: “ Aspetta un attimo, dobbiamo sottrarre per tutto: quindi fai —6...".

Valeria: “Cosa?!”.

Anna: “86”.

Valeria: “86 meno cosa?’.

Anna: “Meno 5, 12-15".

Rita: “Se noi mettiamo 92 e lo attribuiamo alla a, alloralaa s deve considerare come una
specie di variabile e dobbiamo sottrarla per questi: -6, -2, -4; il problemaée...”.
Valeria: “Dobbiamo sottrarre tutti i numeri fino ad arrivarea 26+a’.

Prof.. “+a, ma*“ a“, acosa e uguale avete detto?’.

Componenti del gruppo: “A 92".

Giusy: “Laadiventa 92".

Prof.: “Laadiventa....?".

Giusy: “92".

Prof.. “Quindi?’.

Giusy: “Fa 26+92, viene”.

Prof.. “Brava Giusy!!”.

Silvia: “Giusy hatrovato la soluzione!”.

Rita: “Laa=92; 92+26=118".

Enza Alessandro: “Fa 118? Ah, finisce cosi?’

Anna: “E’ cosi punto e basta. Abbiamo sostituito allaail numero 92".

Rita: “Sottolinea questo passaggio e lo ripeti dopo; sottolinea e riporta sotto a parole....;
quindi, abbiamo sostituito ala a il numero 92 e lo abbiamo addizionato al numero 26 ed
abbiamo ottenuto il numero 118”.

Componenti del gruppo: “Prof. abbiamo finito!!”.

Silvia: “Laprof. ci devefare una domanda?’.

Prof.: “ Avete spiegato tutto?’.

Anna: “Si, abbiamo sogtituito alla a il numero 92 e sommato il 26 fa 118, perché a &€ una
variabile’.

Prof.: “Si, maperché proprio 92 ad a?’.

Rita: “Perché gia avevamo dei numeri, non si possono sostituire dei numeri”.
Prof.: “Questo mi sta bene, perd ¢'é un'altra risposta; perché il numero pit grande, qua
dice, €927,

Giusy: “Perchétutti i numeri sono minori di 92".

Prof.: “Tutti eanche..? Giusy, eanche....?".

Giusy: “E ancheil 26".

Prof.: “Questi si vedono che sono pitl piccoli di 92, eanche...”.

Anna: “E anche la somma’.

Prof.: “No, la somma non & una variabile? Anche chi ?".

Giusy: “I numeri che abbiamo inserito!”.

Prof.: “Questo s vede che sono pit piccoli”.

Giusy: “l numeri che gia ¢’ erano”.
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Prof.: “a-4 ; avreste potuto scrivere a=92 pensateci; che dici?’

Stefania M attia: “Perché facendo la sottrazione da 92 meno il humero che abbiamo inserito
ci daun numero minoredi 92".

Prof.. “Braval Perché qua, a-4 viene piu piccolo di 92; a6 ci da un numero piu piccolo.
Scrivete questo”.

Rita: “ Abbiamo sostituito ala letteraa il numero 92 e lo abbiamo addizionato al numero 26
e abbiamo ottenuto il numero 118. Abbiamo fatto questo perché sottraendo il numero 92 a
guei numeri che accompagnavano la lettera a abbiamo ottenuto un numero minore di 92”.

Validazione

“Sono la rappresentante del gruppo A Rita Di Martino. Allora, abbiamo inserito nel quadrato
magico il numero 5 perché nella terza riga avevamo gia due numeri e la lettera a. Poi abbiamo
inserito la somma del numeri che si trovavano nella seconda colonna, poiché gia avevamo tre
numeri ed abbiamo inserito a-4 perché andava inserita la a e perché eseguendo la somma dei tre
numeri si otteneva un numero che era maggiore di 26 e piu precisamente di 4 numeri e quindi
abbiamo sottratto il numero 4 agli altri numeri, quindi a-4. Poi, successivamente, abbiamo
eseguito tutti gli altri calcoli”.

“Per quanto riguarda il 92, il test diceva di completare il quadrato magico in modo che il
numero piu grande da inserire fosse 92; poiché avevamo gia inserito tutti i numeri eil quadrato
magico lo avevamo gia risolto, potevamo attribuire il 92 solamente alla a considerandola,
quindi, una variabile. Tutti i numeri che abbiamo inserito sono minori di 92 e, in oltre,
eseguendo la sottrazione tra il 92 e i numeri che accostano la variabile a s ottiene anche in
guesto caso un numero minore di 92; ad esempio a-4,a-6,a-2 quindi necessariamente a deve
essere 927,

Componenti del gruppo:
Mattia Stefania, Anna Matranga, Rita Di Martino, Ciofalo Davide;, Romano Luana, Silvia
Rausa, Jessica Oliva, Alessandro Rosa, Giusy Gangemi, Valeria Passatdllo, Alessandro Enza.

Protocollo del Gruppo B (portavoce Ester Sanalitro)

“Mi chiamo Ester Sanditro abbiamo iniziato dalla terza colonna orizzontale perché
mancava un solo termine per completare la somma, e quindi abbiamo raggiunto la somma
26 +a facendo (11+a+10) che verrebbe 21a, poi abbiamo fatto (26+a-21a) e il risultato &
cinque e quindi il termine mancante € 5. Poi abbiamo fatto la prima colonna obliqua
facendo (14+9+a) e verrebbe 23a, quindi abbiamo sottratto da 26 +ail 23+ a e verrebbe 3.
Poi abbiamo continuato con la seconda colonna verticale e abbiamo sommato 16+5+9 che
fa 30 e cosi abbiamo messo a-4 che viene 26a; ora continuiamo con I’ultima colonna
orizzontal e facendo 16+13 che viene 29 che sommato a 3 fa 32 e quindi mettiamo a-6.
Stiamo continuando con un‘atra colonna obliqua e abbiamo i numeri a6; 5 e 12 quindi
facciamo 12+5 chefa 17, poi sottraiamo a-16 eviene 11 equindi il termine mancante é 15.
Continuiamo con I’ ultima colonna verticale facendo 15+10 che viene 25, che sommato al 3
fa 28, quindi il termine mancante &€ a2 ora rimane I’ ultima colonna, che é la seconda
orizzontale, coni numeri (9-12-a-2) facciamo la somma sottraiamo 26 a e troviamo 7.

Ora possiamo verificare se |'operazione eseguita e stata corretta facendo la somma e

vedendo sein tutte le colonne otteniamo 26+a’.

Ora dobbiamo risolvere il problema del 92 perché dice “completa il quadrato magico in
modo che il numero piu grande da inserire sia uguale a 92" quindi per inserire il 92
potrebbero anche esserci altri metodi...”

Ester: “L’esercizio dice: completa il quadrato magico in modo cheil numero pit grande da
inseriresiaugualea 92'.

Prof.: “Pensate”.

Ester: “Main pratica, professoressa dobbiamo inserireil 927".
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Prof.: “Si, chesiapiu grande’.

Ester: “Oltreil 927".

Prof.. “No. Cosi ¢’ e scritto? Concetta cosa stavi pensando?’.

Concetta Oste: “Forse fare la somma di tutti i termini, se & piu grande di 92 sottrarlo con
26a.

Prof.: “Proviamo!”.

Irene: “lo dicevo, sommiamo solo quelli che abbiamo scritto noi”.

Concetta: “Non ci arriviamo a92”.

Simona: “Oppure sommare tutti i numeri di una colonna e moltiplicarla per 26”.

Ester: “Forse sommare tutti i numeri scritti e sottrarli con tutti quelli che abbiamo scritto
noi.

Morena: “Oppure farela somma di tutte le colonne per 4”.

Prof.. “Il massimo numero ....Giavoi avete dei numeri. Si! E sono 14, 11, 7, 10, in qualche
posto questi gia ci sono. Dobbiamo metterci il 92”.

Concetta: “Forseil 92 metterlo al posto dellaletteraa’.

Ester: “E se aggiungiamo un'altra colonna?’.

Jessica Grisaffi: “lo dicevo di sottrarre il 92 per il risultato di ogni colonna’.

Irene: “Non puo risultare!”.

Ester: “ Secondo me non ha senso...”.

Serena: “lo dicevo di sommare tutti i numeri e sottrarli a quelli con cui noi abbiamo
sottratto a4, a-2...".

Jessica Giunta: “Prima stiamo sommando tutti i numeri che erano gia presenti nel quadrato
magico e quelli che abbiamo inserito noi. Dopo di che il risultato intendiamo sottrarlo a 26
solo che non ci risulta perché ci viene 82 einvece deve risultare 92”.

Serena: “ Sommiamo prima tutti i numeri positivi tranne quelli negativi, cioé a-2, a-6 e cosi
via

Jessica Giunta: “Quélli che hanno a-2, a-4.... E sottrarli a 26”.

Serena: “Eh ! no a26. E perchéa 267’.

Jessica Giunta: “Non si puo sottrarre a 26”.

Serena: “No, va bene si puo sottrarre”.

Jessica Giunta: “No perché & un numero troppo grande’.

Serena: “Allora il risultato della somma dei numeri negativi da—12 piu quelli positivi da
82; ma non puo essere perché dovrebbe risultare 92. Si ma facciamola questa somma’.
Jessica Giunta: “Abbiamo provato a fare la somma dei numeri positivi meno la somma dei
numeri negativi (116-12)".

Serena: “E questo volevo direio”.

Morena: “Viene un numero con lo zero”.

Jessica: “Verrebbe 90, ma forse ho shagliato afareil calcolo”.

Prof.: “Fatemi capire!”

Jessica: “Se facciamo la somma di tutti i numeri positivi tranne a-4 e gli altri numeri
negativi”.

Ester: “No stiamo sbagliando, il massimo numero dainserire & 92, giusto prof.?".

Prof.: “Si , il massimo numero dainserire €92”.

Ester: “Mas pud inserire un'altra colonna?’.

Jessica: “Sele colonne sono tutte occupate, come facciamo ainserire un altro numero?’.
Prof.. “Ci sono alcune colonne che non sono ben definite’.

Ester: “Ad esempio dovec' éscrittoa2 ...".

Jessica: “16+5+9 no e se facciamo il 92 meno la somma di acune colonne’.

Prof.. “Il massimo numero dainseriresia 92”.

Concetta: “Se facciamo la somma 26 * 4 (numero delle colonne). Il risultato verrebbe 104
meno la somma dei numeri negativi (12) e da come risultato 92”.

Jessica Grisaffi: “Manon eil risultato 92, lo devi usarel”.
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Concetta: “lo ho fatto la somma 26+a per 4, il numero delle colonne che da 104 meno la
somma del numeri negativi, cioé—12, risulta 92”.

Prof.. “Dovelo metti il 927.

Jessica: “Masenoi lo inseriamo, poi non risulta pit 26 &”.

Prof.: “Manon €263, &26+a’.

Serena: “Sefacciamo 92 —26 s trovaa’.

Simona: “Mache central”

Prof.: “E’ shagliato ma central”.

Ester: “a" e un’incognita quindi deve essere sostituito con un numero che non supera il 92,
quindi per esempio “a4” se noi mettiamo un numero che sottratto ad a-4, poi sommato con
tutta la colonna, dobbiamo trovare il massimo numero che sia 92 e quindi vediamo se
risulta. Stiamo cercando di sostituire“a” con un numero, perd non pit grande di 92”.

Irene: “Ma sefacciamo 16+5+9=30-4=26+92 (che &la“a’) e viene 26+92 ed ecco risultato
il problema“a’ €92".

Morena: “Penso che: il numero deve essere per forza 92 perché sottratto con “a-4" da—92
quindi € un numero minore di 92 e anche a-6 ed a-2 perché tutti i numeri sarebbero minori
di 92".

Validazione:

Parla Ester Sanalitro, portavoce del gruppo.

“Faccio parte del secondo gruppo e mi chiamo Sanalitro Ester, noi abbiamo risolto nel quadrato
magico per prima cosa la terza riga orizzontale perché mancava un solo termine quindi dopo
averla eseguita trovando 5 abbiamo continuato con la diagonae obliqua ed abbiamo trovato 3,
in seguito abbiamo svolto la seconda colonna verticale trovando “a-4”, perché dovevamo
mettere per forzala“a’ dato chela somma é 26+a, abbiamo sottratto da “a” un numero che era
quattro, perché la somma dava un numero maggiore di “26 +a’.

Poi abbiamo riflettuto, dopo aver completato il quadrato inserendo altri numeri, sul fatto di
inserire nellatabelail 92 e siamo arrivati alla conclusione che dato che la“a’ & un’incognita,
abbiamo provato a sostituirla con 92 sottraendola in questo caso con 4 viene un numero che &
risultato piu piccolo di 92 e quindi abbiamo fatto la stessa operazione con “a-2" ed “a-6" e
vengono sempre numeri piu piccoli di 92.

Poi abbiamo provato a fare anziché “a-4"; “a+4” ed abbiamo visto che il numero era maggiore
di 92 e quindi non potevarisultare’.

Componenti del gruppo:
Ester Sanalitro, Jessica Giunta, Concetta Oste, Morena Costanzo, Serena Costa, Jess ca Grisaffi,
Gabride Perra, Federica Guaietta, Irene Grommino.
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CAPITOLO TRE:

LA NOZIONE DI VARIABILE IN CONTESTI SEMIOTICI
DIVERSI*

3.1 INTRODUZIONE

Lanozione di variabile pud assumere una pluralita di concezioni: numero generalizzato,
incognita, “cosa che varia’, segno del tutto arbitrario, registro di memoria, ecc. Nel
capitolo precedente abbiamo verificato che queste concezioni vengono evocate
spontaneamente dagli alunni, anche in assenza di un’adeguata padronanza del
linguaggio algebrico.

La scuola superiore privilegia soprattutto le prime tre concezioni: numero generale,
incognita e relazione funzionale, ma si utilizza anche la nozione di registro di memoria
in informatica.

E' possibile che molte difficolta che incontrano gli alunni nello studio dell’algebra
provengano dalla costruzione inadeguata del concetto di variabile. Questa costruzione
dovrebbe includere le sue principali concezioni e la possibilita di passare daunaall’ atra
con flessibilita, in relazione alle esigenze del problema darisolvere.

Kcheman (1981) ha mostrato che la maggior parte degli alunni tra 13 e 15 anni trattale
lettere in espressioni o in equazioni come incognite specifiche prima che come numeri
generalizzati o come variabili in relazione funzionale. Trigueros, M. et alii (1996)
hanno dimostrato che gli studenti che iniziano gli studi universitari hanno una
concezione abbastanza povera di variabile nel suoi aspetti di numero generalizzato e
relazionale-funzionale. Hanno difficolta, soprattutto, per capire la variazione in forma
dinamica, cioé quella che considera la relazione di variazione con altre variabili. Gli
ostacoli sono maggiori quando i quesiti non si risolvono mediante la manipolazione, ma
attraverso I’ interpretazione e la simbolizzazione.

Panizza et alii (1999) hanno mostrato che I’ equazione lineare in due variabili non &
riconosciuta dagli alunni come un oggetto che definisce un insieme di infinite coppie di
numeri. La nozione di incognita non sarebbe efficace per interpretare il ruolo delle
lettere in questo tipo di equazioni. L’alunno che, invece, si appoggia nel concetto di

funzione si trovain migliori condizioni per calcolare diverse soluzioni.



Il presente capitolo si propone di studiare I’ aspetto relazionale-funzionale della variabile
nel problem-solving, considerando i contesti semiotici dell’ algebra e della geometria
analitica. Si pretende analizzare se la nozione di incognita interferisce con
I'interpretazione dell’ aspetto funzionale, e se la lingua naturale e/o il linguaggio
aritmetico prevalgono come sistemi simbolici in assenza di adeguata padronanza del
linguaggio algebrico.

Per effettuare questa ricerca abbiamo scelto |’ equazione lineare in due variabili per due
motivi: innanzi tutto, perché consideriamo che rappresenta un punto nodale per fare
scaturire le concezioni degli alunni sulle lettere come incognite o “cose che variano”.
Anticipiamo che gli studenti troveranno certe difficolta nel trattare le equazioni che
hanno una pluralita di soluzioni, nell’ ambito di situazioni problematiche concrete!®. In
secondo luogo, questo tipo di equazione risulta un oggetto ben conosciuto dagli alunni,
trattato sotto diverse ottiche: funzione lineare, equazione di una retta e componente dei
sistemi lineari.

Anche se dal punto di vista matematico questi tre termini, funzione lineare, equazione di
una retta e componente dei sistemi lineari, rappresentano lo stesso oggetto, per I'alunno
significa evocare modelli mentali (esterni) diversi® . Secondo Bagni (2001), la scelta di
collocare I'espressione ax + by + ¢ = 0 in un contesto geometrico (evocando, ad
esempio, modelli del concetto di retta nell’ambito della geometria analitica), oppure in
un contesto prettamente algebrico (parlando cioé di equazione di primo grado o
addirittura, impropriamente, di polinomio) riflette un atteggiamento ben diverso, che ha
motivazioni interessanti (le quali risulteranno legate anche al contratto didattico) e
conseguenze didattiche rilevanti.

3.2METODOLOGIA DELLA RICERCA

A gquesto studio hanno partecipato 111 alunni di 16-18 anni del Liceo Sperimentale
dellacittadi Ribera (AG) - Italia, cosi distribuiti: 23 alunni di Quinta del Liceo Classico
e 88 del Liceo Scientifico, 37 di Terza, 20 di Quartae 31 di Quinta.

Vorremmo precisare che tutti gli alunni conoscevano gli argomenti riguardanti:
equazioni e disequazioni di primo e di secondo grado, sistemi di equazioni, geometria
analiticae funzioni. In particolare, gli studenti di Quinta avevano giarealizzato lo studio
grafico di funzioni nell’ ambito dell’ analisi matematica.

Il questionario proposto consta di quattro quesiti (Appendice N° 1). Nel primo di loro,

la variabile assume |’ aspetto relazionale — funzionale nel contesto di una situazione
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problematica concreta. Si chiede anche di riflettere sull’ insieme soluzione. Con questo
guesito si pretende analizzare le strategie risolutive messe in atto e se la nozione di
incognita interferisce con I’ interpretazione dell’ aspetto funzionale.

Il secondo quesito chiede la formulazione di un problema che puo risolversi utilizzando
un’equazione data, in altre parole I’ alievo deve readlizzare la traduzione dal linguaggio
algebrico al linguaggio naturale. Consideriamo che questa attivita rappresenta un punto
basilare per svelare le difficolta che essi incontrano nell’ interpretare la variabile sotto
I aspetto relazionae-funzionale.

Nel terzo quesito si chiede di interpretare, mediante una “breve risposta’, le seguenti
relazioni di uguaglianza: ax + by + c=0 e y=nmx+ g. Si cercadi capire a quae
modello esse vengono associate dagli allievi e in quale contesto. Lo scopo di questo
quesito e confrontare i modelli evocati dalle equazioni particolari dei problemi 1 e 4,
con quelli attivati attraverso le espressioni sopra indicate.

Nel quarto quesito la variabile assume il suo aspetto relazionde — funzionae
nell’ambito di una situazione problematica concreta. Si chiede anche di riflettere
sull’insieme soluzione. Mentre nel primo problema I’alunno era libero di scegliere il
contesto risolutivo in questo, invece, lo si costringe ad operare nell’ambito della
geometria analitica.

Per ogni quesito del questionario si effettud I'analisi a-priori per determinare tutte le
possibili strategie che possono essere utilizzate dagli aunni. Sono stati anche
individuati i possibili errori che possono commettere gli studenti nell’ applicare queste
strategie.

La somministrazione del questionario si € realizzata durante I’ ultima settimana di Aprile
2002. Gli alunni hanno risolto la prova individualmente, non e stata permessa la
consultazione di libri o di appunti. Il tempo concesso e stato di sessanta minuti.

In una tabella a doppia entrata “alunni/strategie”, per ogni alunno si indico con il valore
1 |le strategie che esso ha utilizzato e con il valore O |e strategie che non hanno applicato.
| dati rilevati sono stati analizzati in modo quantitativo, utilizzando I'analisi implicativa
delle variabili di Regis Gras (1997, 2000) mediante il software CHIC 2000 e |’andlisi
fattoriale delle corrispondenze attraverso il software S.P.S.S.
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3.3A

Per og

NALISI A-PRIORI

ni quesito del questionario abbiamo effettuato un’analisi a-priori molto dettagliata

per favorire lo sviluppo di un’approfondita analisi qualitativa e quantitativa delle

variabili sperimentali. L’ obiettivo era determinare tutte le possibili strategie che gli

alunni

possono utilizzare ed individuare gli errori che essi possono effettuare

nell’ applicare queste strategie.

Nel primo quesito la variabile assume il suo aspetto relazionale — funzionale nel

contesto di una situazione problematica concreta. Le principali variabili sperimentali

determinate a partire dall’ analisi a-priori sono le seguenti:

ALL:
AL2:
AL3:
AL4:
AL5:
ALT:

AL9:
AL11:

AL13:

AL14:
AL15:

AL16:

AL17:

ALDb1:
ALb2:

L’ aunno risponde al quesito.

Esibisce un procedimento in lingua naturale.

Esibisce un procedimento per tentativi ed errori inlingua naturale e/o in
linguaggio semi-formalizzato.

Aggiunge un dato.

Traduce il problema ad un’equazione di primo grado a due incognite.

Traduce il problema ad un’equazione di primo grado a due incognite e utilizzail
metodo algebrico di “sostituzione in se stessa” ©.

Cambia procedimento risolutivo, abbandonando quello pseudo-algebrico.
Considera, in modo esplicito o implicito, che il problema rappresenta una
relazione funzionale.

Commette degli errori nella risoluzione dell’equazione e trova (o tenta di
trovare) la soluzione unica.
Considerachetrax ey esiste unarelazione di proporzionalita.

Ha scarsa padronanza del linguaggio algebrico (AL4 + AL7 + AL9 + AL13 +
AL14 + ~ALD).

Utilizza il linguaggio naturale come mezzo espressivo, sia nel procedimento
risolutivo sia per motivare le risposte (include AL2).

Utilizza il linguaggio aritmetico in un contesto non prettamente algebrico, siain
modo esplicito (perche effettua delle operazioni) siain manieraimplicita (perché
s esprime facendo riferimento a risultati di acuni calcoli realizzati

mentalmente o con la calcolatrice).

L’alunno determinal’ insieme soluzione.

Mostra una soluzione particolare che verifical’ equazione.
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ALb3: Mostra piu soluzioni che verificano I’ equazione.

ALDb4: Considera esplicitamente le infinite soluzioni.

ALDS: Considera in modo esplicito che mancano dati per determinare la soluzione
unica.

ALb6: Considera una pluralita di soluzioni (comprende ALb4 e ALb5) .

Il secondo quesito chiede di effettuare la traduzione dal linguaggio algebrico al
linguaggio naturale. Le variabili sperimentali piu rappresentative individuate a partire
dall’analisi a-priori sono le seguenti:

IAL1: L’aunno risponde a quesito.

IAL2: Trasformal equazione alla sua formaesplicita.

IAL3: Risolve I'equazione applicando il metodo di “sostituzione in se stessa” .

IAL4: Mosdtraunasoluzione particolare che verifical’ equazione.

IAL5: Mostra piu soluzioni che verificano I’ equazione.

IAL6: Aggiunge altra equazione e forma un sistema.

IAL7: Produce un testo che considera soltanto costanti.

IAL7.1: Ladomandasi riferisce al secondo membro dell’ equazione, cioe al 18.

IAL9: Produce un testo significativo per larelazione data, ma non formulala
domanda.

IAL10: Produce un testo significativo per larelazione data e formulala domanda, ma
con qualche errore.

IAL11: Risponde correttamente.

IAL12: Produce un testo che considera 2 variabili, ma che non traduce esattamente
I’ equazione data.

IAL14: Traduce con difficoltail linguaggio algebrico.

Il terzo quesito pretende indagare a quale modello mentale I'alunno associa due
espressioni algebriche ed in quale contesto. Le principali variabili sperimentali sono le
seguenti:

MMal: L’alunno risponde al quesito.

MMa2: Associal’ espressione all’ equazione di una retta.

MMa4: Associal’ espressione all’ equazione di una parabola o di una circonferenza.
MMab: Associal’ espressione ad un’ equazione di primo grado in due incognite.

MMa6: Associal’ espressione ad un polinomio.

MMDb1: L’ alunno risponde al quesito.
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MMDb2: Associal’ espressione all’ equazione di unaretta.

MMDb3: Associal’ espressione all’ equazione di un fascio di rette.

Nel quarto quesito la variabile assume il suo aspetto relazionale — funzionale in una

Situazione problematica concreta nel contesto della geometria analitica. Le principali

variabili sperimentali determinate a partire dell’ analisi a-priori sono le seguenti:

GAal:
GAaz:
GAa3:

GAa:

GAa5:

GAab6:

GAar:
GAa8:
GAa9:
GAalz:

GAal4:

GAbcl:
GAbc2:
GAbc3:
GAbc4:
GADbC5:
GAbc6:

L’aunno risponde al quesito.

Esibisce un procedimento in lingua naturae.

Esibisce un procedimento per tentativi ed errori in lingua naturale /o in
linguaggio semi-formalizzato.

Traduce il problema ad un’equazione di 1° grado a 2 incognite.

Rappresenta graficamente la relazione, anche se in modo non completamente
corretto.

Rappresenta graficamente la relazione in modo corretto, ma non considera i
vincoli.

Rappresenta graficamente in maniera corretta.

Considerachetrax ey esiste unarelazione di proporzionalita.

Considera i vincoli in modo esplicito.

Motiva la pluralita di soluzioni, considerando che |’ equazione rappresenta una
relazione funzionale.

Rappresenta graficamente e abbandona.

L’ alunno determina |’ insieme soluzione.

Mostra una soluzione particolare che verifical’ equazione.

Mostra pit soluzioni che verificano I’ equazione.

Considera esplicitamente le infinite soluzioni.

Considera in modo esplicito che mancano dati per determinare la soluzione.

Considera una pluralita di soluzioni (comprende GAbc4 e GAbc5)™.

La tabella completa delle variabili sperimentali si trova nell’ Appendice N° 2 alla fine
del Capitolo 3.
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34LEIPOTES ELA TABELLA A-PRIORI

H1: Laconcezione di variabile come incognita interferisce con I’ interpretazione del

Suo aspetto funzionale.

Se nel contesto di una situazione allora non viene evocato il suo aspetto

problema preval e la concezione di relazionale-funzionale

variabile come incognita

AL4, ALb2 ~AL3, ~AL11, ~AL14, ~ALDb3, ~ALDb4,
~ALDb5, ~ALb6

Nel contesto del primo problema, la concezione di variabile come incognita si mette in
evidenza mediante la variabile sperimentale AL4 “aggiunge un dato”. Precisamente,
“aggiungere un dato” e equivalente ad introdurre una nuova equazione per formare, con
I"equazione del problema o parte di essa, un sistema di due equazioni in due incognite.
La soluzione del sistema € una “soluzione particolare che verifica |’equazione del
problema” (ALb2).

L’ aspetto relazionale-funzionale della variabile viene evocato se I’alunno esibisce un
“procedimento per tentativi ed errori ” (AL3), mediante il quale richiama la nozione di
dipendenza tra le variabili. In questo modo, I'alunno “considera implicitamente o
esplicitamente che il problema rappresenta una relazione funzionale” (AL11) o mette
in evidenzia, erroneamente, che “tra le variabili esiste una relazione di proporzonalita
diretta” (AL14). Quindi I’alunno “mostra alcune soluzioni che verificano | 'equazone”
(ALb3) o “considera che il problema ha una pluralita di soluzoni” (ALb6). La
variabile sperimentale ALb6 comprende le variabili ALb4 “riconosce, in modo
esplicito, | 'esistenza delle infinite soluzioni” e ALbS “ritiene che mancano dati per
determinare la soluzione unica” .

Di conseguenza il “non evocare |’aspetto relazionale-funzionale della variabile” &
equivalente alla negazione delle variabili sperimentali sopra descritte: ~AL3, ~AL11,
~AL14, ~ALDb3, ~ALb4, ~ALb5, ~ALb6.

H,: Lalinguanaturale e/o il linguaggio aritmetico prevalgono come sistemi simbolici

in assenza di un’ adeguata padronanza del linguaggio algebrico.

Se I’alunno utilizza prevalentemente il | allora ha una scarsa padronanza del
linguaggio naturale e/o il linguaggio linguaggio algebrico

aritmetico

AL160AL17 AL15 (AL4, ~AL5, AL7, AL9, AL13)
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Nel contesto del primo quesito, la variabile sperimentale AL16 considera “/’'impiego
della lingua naturale come mezzo espressivo, sia nel procedimento risolutivo (e quindi
contiene lavariabile AL2), sia per motivare le risposte”.

La variabile sperimentale AL17 prendi in considerazione “/’utilizzazione del linguaggio
aritmetico in un contesto non prettamente algebrico, sia in modo esplicito perché
[’alunno effettua delle operazioni, sia in maniera implicita perché egli s esprime
facendo riferimento ai risultati di alcuni calcoli realizzati mentalmente o con la
calcolatrice”.

La “scarsa padronanza del linguaggio algebrico”(AL15) viene messa in evidenza
guando I'aunno “non traduce il problema ad un’equazione di primo grado in due
incognite” (~AL5) e “aggiunge un dato” (AL4) o quando “effettua la traduzione, ma
risolve | 'equazione utilizzando il metodo algebrico di sostituzione in se stessa” (AL7).
Questo metodo consiste nello scrivere una variabile in funzione dell’atra per, poi,
sostituirla nell’ equazione originale ottenendo cosi un’identitd. Non sapendo interpretare
I"identita, I'alunno “cambia procedimento risolutivo, abbandonando quello pseudo-
algebrico” (AL9) o inizia nuovamente a “risolvere |’equazione effettuando delle
trasformazioni algebriche errate per trovare la soluzione unica” (AL13).

Hs: La traduzione di una relazione funzionale dal linguaggio algebrico a quello

naturale non “avviene spontaneamente”.

Se I"aunno realizza una manipolazione puramente |allora. traduce con difficolta
sintattica della formula algebrica il linguaggio algebrico
oppure,

produce il testo di un problema non significativo
per larelazione data

IAL2, IAL3, IAL4, IALS5, IAL6 IAL14
oppure
IAL7,1AL7.1, IAL12

Nel contesto del secondo quesito, s considera che I’ alunno realizza una manipolazione
puramente sintattica della formula quando opera su di essa delle trasformazioni
algebriche, anziché produrre il testo di un problema. Cosi per esempio, quando I'allievo
“trova una o piu soluzioni che verificano | ’equazione” (IAL4 - |AL5), o “trasforma
[’equazione alla sua forma esplicita” (IAL2) e “la risolve applicando il metodo di
sostituzione in se stessa” (IAL3) o “aggiunge altra equazione e forma un sistema”
(IALB).
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La produzione di un testo non significativo per la relazione data considera i casi in culi
I"alunno produce “il testo di un problema aritmetico con valori numerici specifici”
(IAL7) e/lo “formula la domanda riferita al secondo membro dell 'equazione, cioé al
18" (IAL7.1) oppure quando scrive “un testo che prende in considerazione le due
variabili, ma che non traduce esattamente | ‘equazione data” (IAL12).

La variabile sperimentale IAL14 “traduce con difficolta il linguaggio algebrico” € stata
definita come la negazione di IAL11, cioé ~IAL11 “risponde al quesito ma non

correttamente”.
H,:
Se in unasituazione allora|’alunno coglie piu facilmente
problemas mettonoa ||’ aspetto relazionale funzionale della
disposizione registri variabile
rappresentativi visuali
PROBLEMA 1 NO NO
(preponderanza di GAbc2 = soluzione
unica)
PROBLEMA 4 Sl Sl
(preponderanza di GAbc6 = pluralita di
soluzioni)

La variabile assume il suo aspetto relazionale - funzionale nell’ ambito di una situazione
problematica concreta sia nel primo sia nel quarto quesito. Mentre nel primo I’alunno é
libero di scegliere il contesto risolutivo nel quarto, invece, lo s costringe ad operare
nell’ ambito della geometria analitica utilizzando registri rappresentativi visuali.

Si considera che I'alunno coglie piu facilmente I’ aspetto relazionale — funzionale della

variabile, qguando e capace di tenere conto dell’ esistenza di una pluralita di soluzioni.

3.5ANALISI QUANTITATIVA

Dalla tabella di frequenze si evince che le percentuali piu alte di risposte si ottengono
nel primo problema con il 95% e nelle due domande del terzo quesito con il 97% ed il
99% rigpettivamente. Nel quarto problema troviamo il 76% delle risposte, mentre nel
secondo quesito solo il 60%. [Cfr. le variabili sperimentali AL1, MMal, MMbl, GAal
elAL1 nell’ Appendice N° 3 allafine del Capitolo 3].

Nel terzo quesito, il 76% degli allievi interpreta I'espressione ax + by + ¢ = 0
nell’ambito della geometria analitica (equazione di una retta 49%, di una circonferenza
0 parabola 26% e di un fascio di rette 1%), mentre il 26% lo fa nel contesto algebrico
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(equazione di primo grado in due variabili 21% e di un polinomio 5%). Per
I’espressione y = mx + @, invece, la totalita degli alunni fa riferimento all’ ambito della
geometria analitica (equazione di una retta 68%, fascio di rette 30% e parabola 1%).
[Cir. le variabili sperimentali MMa2, MMa4, MMa3, MMa5, MMa6, MMb2, MMb3 e
MMDb4 nell’ Appendice N° 3 alla fine del Capitolo 3].

Si osservi che |’ esatta coincidenza delle espressioni ax + by + c= 0 e y= mx + ¢ con
le equazioni esplicita e implicita della retta (presentata generalmente in questo modo dai
libri di testo e dagli insegnanti) puo orientare I'interpretazione verso il contesto della
geometria analitica. Quedti risultati trovano riscontro con quelli di Bagni (2001).

3.5.1 Prima analis implicativa e commenti del primo problema

e ® e 6@
@@ ALK {(ALBG =

@@

ALBEFR

Grgpheinplicatif : C\CHIC\chic 2000\Rev-Ddti.csv
Figural

Il grafico implicativo (realizzato con il software CHIC 2000) mostra, con percentuali
del 95% e 99%, tre raggruppamenti ben definiti delle variabili sperimentali, messi in
evidenza mediante le nuvole verde, gialla e celeste (la nuvolarigata gialla-celeste indica
I"intersezione tra queste due nubi). | tre raggruppamenti si collegano direttamente o
indirettamente con le variabili ALb1l “/’alunno determina |’'insieme soluzione” e AL1
“I’alunno risponde al quesito”. Ad ogni raggruppamento corrisponde un tipo differente
di strategia utilizzata dagli alunni:
@ Procedimento in lingua naturale (nuvola verde): I'alunno aggiunge un dato
considerando che le vincite sono uguali (generalmente dividendola a metd) o che le

scommesse sono uguali®. In questo modo, I’allievo trasforma il quesito in un tipico
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problema aritmetico e lo risolve trovando soltanto una soluzione particolare che
verifica I’ equazione. Questo risultato viene confermato dai legami implicativi trale
variabili sperimentali AL2, ALb2 ed AL4 (con le sue varianti AL4.1, AL4.2 ed
AL4.3).

Il procedimento in lingua naturale € il piu utilizzato dagli alunni, conduce ad una
soluzione unica e quindi la concezione di variabile predominante & quella di

incognita.

Metodo per tentativi ed errori in lingua naturale o in linguaggio semi-
formalizzato (nuvola giala): I'alunno che applica questa strategia generalmente
assegna piu valori ad una delle variabili (per esempio, la somma scommessa da
Carlo) e trova i vaori corrispondenti dell’altra variabile (la somma giocata da
Lucia). In questo modo, I'allievo mostra alcune soluzioni che verificano le
equazioni e/o considera che essa ha una pluralita di soluzioni, in atre parole, tiene
conto generalmente in maniera implicita che il problema rappresenta una relazione
funzionale. 1l risultato descritto si ottiene dai legami implicativi trale variabili AL3,
ALDb3, AL11 e ALDbG.

Questo metodo conduce a piu soluzioni, permette di evocare la dipendenza tra le
variabili, ma non compare ancora una concezione forte dell’ aspetto relazionale-

funzionale.

Strategia pseudo-algebrica (nuvola celeste): I'alunno traduce il testo del problema
ad un'equazione di primo grado in due incognite ed applica il metodo di
“sogtituzione in se stessa”, cioé il procedimento scorretto che consiste nello scrivere
una variabile in funzione dell’altra per sostituirla poi nell’equazione originale
ottenendo cosi un’identita®. Siccome I’alunno non riesce ad interpretare I’ identita,
cambia procedimento risolutivo abbandonando quello pseudo-algebrico o riprende
la risoluzione dell’equazione effettuando acuni errori per tentare di trovare la
soluzione unica. Il risultato descritto s evince dai legami implicativi trale variabili
sperimentali AL9, AL13, AL7 e ALS.

E’ interessante rilevare che se I’alunno abbandona questa strategia allora considera
in modo implicito o esplicito che il problema rappresenta una relazione funzionale.
Questo risultato viene confermato da legame implicativo tra le variabili
sperimentali AL9 ed AL11 che permette il collegamento trai due procedimenti: per
tentativi ed errori e pseudo-algebrico (nuvola rigata celeste-gialla). Questo risultato
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viene rafforzato dalla doppia implicazione AL9 < AL11 dell’albero gerarchico
[Cfr. Appendice N° 4 alla fine del Capitolo 3].

In ogni caso la strategia pseudo-algebrica non € molto utilizzata e soltanto in alcuni
casi conduce alla soluzione corretta del problema.

3.5.2 Falsicazione di Hy:
Consideriamo

p: nel contesto di una situazione problema prevale la concezione di variabile come
incognita (variabili sperimentali AL4 e ALb2);

g: viene evocato il suo aspetto relazionale funzionale (variabili sperimentali AL3,
AL11, AL14, ALb3, ALb4, ALb5 e ALbG).

L’ipotes 1 e equivalente a

p® ~q che, dal punto di vista logico, € equivalente a

~(pU~(~q)) oppure ~(pUq)

Quindi per falsificare questa ipotes basta dimostrare I’ intersezione vuotatrale variabili

sperimentali di p e g, in atre parole:

p corrisponde a procedimento in lingua naturale nel quale prevale la concezione di

variabile come incognita;

g € equivalente a metodo per tentativi ed errori nel quale predomina I’ aspetto
relazionale-funzionale della variabile.

Dala fig. 1 s evince precisamente che gli insiemi delle variabili sperimentali
corrispondenti a p (nuvola verde) e a q (nuvola gialla) sono disgiunti. Questo risultato
permette di falsificare la prima ipotesi.

3.5.3 Profilo degli alunni
A partire dall’analisi effettuata in precedenza emergono chiaramente i possibili profili

degli alunni che affrontano il primo problema. Essi sono:

@ NAT: questo profilo corrisponde al’ alunno che esibisce un procedimento in lingua
naturale. Quindi egli aggiunge un dato considerando che le vincite sono uguali
(generalmente dividendola a metd) o che le scommesse sono uguali® e risolve il

problema trovando soltanto una soluzione particolare che verifica |’equazione.
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Questo profilo e caratterizzato dalla presenza delle seguenti variabili sperimentali:
AL1, AL2, AL4, AL15, ALbl e ALDb2.

FUNZ: corrisponde all’alunno che applica una strategia per tentativi ed errori in
lingua naturale e/o in linguaggio semi-formalizzato. Egli generalmente assegna piu
valori ad una delle variabili e trova i valori corrispondenti dell’altra variabile
mostrando alcune soluzioni che verificano le equazioni e/o considerando che essa ha
una pluralita di soluzioni. Le variabili sperimentali che descrivono questo profilo
sono: ALL, AL3, AL11, ALbl, ALb3, ALb4, ALb5 e ALb6).

PALGL1: corrisponde all’ alunno che utilizza il procedimento pseudo-algebrico. Egli
traduce il testo del problema ad un’equazione di primo grado in due incognite ed
applica il metodo di “sostituzione in se stessa’ ). Quando arriva all’identita non
riesce a darle un’'interpretazione adeguata e allora riprende la risoluzione
dell’ equazione effettuando alcuni errori di tipo sintattico per tentare di trovare la
soluzione unica Questo profilo & caratterizzato dalla presenza delle variabili
sperimentali: AL1, AL5, AL7, AL13, AL15, ALbl e ALb2.

PALG2: é una variazione del profilo PALG1, in quanto I’alunno che arriva
all’identita cambia procedimento risolutivo abbandonando quello pseudo-algebrico.
Le variabili sperimentali che descrivono questo profilo sono le seguenti: AL1, AL3,
AL5, AL7, AL9, AL11, AL15, ALble ALb3.

AL G: corrisponde all’ alunno che applica un procedimento algebrico. Egli traduce il
problema ad un’equazione di primo grado in due incognite, considera in modo
implicito o esplicito che essa rappresenta una relazione funzionale e quindi che é
verificata da una pluraita di soluzioni. Le variabili sperimentali implicate sono:
AL1, AL5, AL11, AL15, ALbl, ALb4 e ALbG.

3.5.4 Grafoimplicativo gerar chico

Nel grafo implicativo gerarchico della fig. 2 si osserva un raggruppamento di variabili

molto significativo che implica il profilo NAT evidenziato in colore rosso. A destra di

NAT s rileva un piccolo insieme di variabili che appartengono allo stesso

raggruppamento. Queste variabili corrispondono agli aunni che hanno seguito il

procedimento descritto in NAT, trovando una soluzione del problema, ma dovendo

rispondere in seguito sulle possibili soluzioni, hanno considerato che I'equazione e

soddisfatta da una pluralita di soluzioni.
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Figura 2

Si osservano anche due piccoli gruppi che implicano i profili PALG1 (evidenziato in
colore fucsia) e PALG2 (in colore blu elettrico). Non ci sono implicazioni significative,
invece, per le variabili supplementari ALG (in turchese) e FUNZ (in verde brillante).

Quindi il profilo descritto in NAT € il piu significativo perché rappresenta la strategia

piul utilizzata dagli alunni.

3.5.5 Analis fattoriale

Dall’analisi fattoriale si osserva che, rigpetto alla componente orizzontale, le variabili
supplementari NAT (cerchiata in rosso) e PALG1 (evidenziata in fucsia) assumono un
ruolo determinante e lo caratterizzano fortemente.

| profili ALG (cerchiata in turchese), PALG2 (in blu elettrico) e FUNZ (in verde)
formano una nuvola che caratterizza fortemente la componente verticale. La variabile
supplementare PALG2 € molto vicina a FUNZ perché I'aunno che abbandona il

procedimento pseudo-algebrico, generalmente adotta quello descritto in FUNZ.
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Le strategie vincenti sono precisamente quelle descritte nei profili ALG, PALG2 e
FUNZ che portano dla pluralita di soluzioni, mentre NAT e PALG1 conducono alla
soluzione unica. Questo trova una forte corrispondenza con le diverse concezioni del
concetto di “variabile’. Quindi I'asse orizzontale rappresenta la concezione di
“variabile” come incognita, |’ asse verticale, invece, riproduce il suo aspetto relazionale-
funzionale. Quedti risultati permettono nuovamente di falsificare la primaipotes.
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3.5.6 Seconda analis implicativa e commenti del primo problema

Graphe implicatif : C:\CHIC\chic 2000\ pot-2.csv 9995 90 85

Figura 4
Il grafico implicativo della fig. 4 mostratre gruppi ben definiti di variabili sperimentali:

@ Primo gruppo implicativo (con percentuale del 99%): e rappresentato dal legame
AL2® AL16® AL15. La prima implicazione €& ovvia perché la variabile
sperimentale AL16 (/’alunno utilizza il linguaggio naturale) contiene la variabile
AL2 (esibisce un procedimento in lingua naturale). La seconda implicazione,
invece, € molto importante: se I’alunno utilizza il linguaggio naturale come mezzo

espressivo allora ha una scarsa padronanza del linguaggio algebrico.

@ Secondo gruppo implicativo (con percentuale del 99 %): se un alunno esibisce un
procedimento in lingua naturale allora aggiunge un dato, non traduce il problema ad
un’equazione di primo grado in due incognite, quindi utilizza il linguaggio
aritmetico e di conseguenza evidenzia una scarsa padronanza del linguaggio
algebrico (Legame AL2® AL4® ~AL5® AL17 ® AL15).

@ Terzo gruppo implicativo (con percentuale del 99%): se I'alunno usa un
procedimento per tentativi ed errori alora utilizza, in modo implicito o esplicito, il
linguaggio aritmetico in un contesto non prettamente algebrico e, quindi, mostra una

scarsa padronanza del linguaggio algebrico (Legame AL3® AL17® AL15).

E’ interessante osservare che le variabili AL7 (applica il metodo di “sostituzione in se
stessa”), AL13 (risolve | 'equazione eseguendo delle trasformazioni algebriche errate
per trovare la soluzione unica) e AL9 (cambia procedimento risolutivo abbandonando

guello pseudo-algebrico) sono collegate fra loro con percentuale del 95% (vedas fig.
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1). Queste variabili, invece, non risultano connesse con AL15 (evidenzia una scarsa
padronanza del linguaggio algebrico), probabilmente perché registrano una bassa
percentuale di risposta e in acuni casi conducono alla soluzione corretta del problema.
3.5.7 Falsicazione di HJ:

Dall’andlis effettuatain precedenzasi evince che:

@ AL16 ® ALI15: se I'alunno utilizza la lingua naturale come mezzo espressivo

allora ha una scarsa padronanza del linguaggio algebrico.

@ AL17 ® AL15, se I'alunno usa il linguaggio aritmetico, in modo esplicito o
implicito, in un contesto non prettamente algebrico allora ha una scarsa padronanza

del linguaggio algebrico.

Questo risultato permette di falsificare I’ ipotes 2.

3.5.8 Terza analis implicativa e commenti del secondo problema

Il secondo quesito chiede la formulazione di un problema che possa risolversi
utilizzando un’equazione data, in altre parole si deve realizzare la traduzione dal
linguaggio algebrico a quello naturale. Questo compito si € rivelato difficile per gli
alunni, perché dal 60% che ha risposto al quesito soltanto il 7% lo ha fatto
correttamente [Cfr. le variabili sperimentali IAL1 e IAL11 nell’ Appendice N° 3 alla
fine del Capitolo 3].

@ (9 G

Graphe implicatif : C:\CHIC\chic 2000\Ipotesi-3.csv 99959085

Figura s
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Dall’analisi della fig. 5 si ricavano diversi percorsi implicativi, matutti hanno lo stesso
conseguente: la variabile sperimentale 1AL14 “/’alunno traduce con difficolta il
linguaggio algebrico”. Il percorso implicativo piu importante, con una validita statistica
del 99%, € il seguente: se un alunno formula la domanda del problema riferita al
secondo membro dell’ equazione, cioé al 18, allora ha prodotto il testo di un classico
problema aritmetico con valori numerici specifici, quindi ha mostrato una soluzione
particolare che verifica I’equazione e di conseguenza evidenzia delle difficolta per
tradurre il linguaggio algebrico (Legami implicativi IAL7.1, IAL7, I1AL4 e |AL14).

Altre implicazioni, con percentuali del 95% e 90%, hanno come antecedenti le seguenti
variabili sperimentali: IAL12 “produce il testo di un problema che considera le due
variabili, ma che non traduce esattamente | ‘equazione data”, IAL6 “aggiunge altra
equazione all 'equazione data e forma un sstema”, IAL5 “mostra piu soluzioni che
verificano |’equazione” e IAL3 “risolve |’equazione applicando il metodo di
sogtituzione in se stessa”. In piu se un alunno utilizza questo metodo, allora ha

trasformato |’ equazione alla sua formaesplicita (IAL3 ® 1AL2).

3.5.9 Falsicazione di Hs:

Dall’analisi realizzata in precedenza s ricavano due raggruppamenti di variabili
sperimentali che corrispondono a due strategie diverse per affrontare il quesito. Il primo
gruppo implicativo €& cogtituito dalle variabili 1AL2, IAL3, IAL5 e IAL6 che
caratterizzano I’ attivita di manipolazione puramente sintattica della formula. Il secondo
gruppo contiene la variabile 1AL12 e il percorso IAL7.1 ® ILA7 ® I|AL4 che
corrisponde alla produzione del testo di un problema non significativo per la relazione
data.

| due gruppi implicano la variabile IAL14 “I’alunno traduce con difficolta il linguaggio

algebrico”. Questo risultato permette di falsificare laterzaipotesi.

3.5.10 Quarta analis implicativa e commenti del quarto problema
Dal grafico implicativo della fig. 6 emergono alcune particolarita interessanti:

@ Tutte le implicazioni arrivano, direttamente o per transitivita, alla variabile
sperimentale GAal “/’alunno risponde al quesito”, evidenziando, con percentuale
del 99%, una variata gamma di possibili risposte: “traduce il problema ad
un’equazione di primo grado in due incognite” (GAa4), “rappresenta graficamente

la relazione con qualche errore o senza considerare i vincoli” (GAab e GA&b),
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“abbandona subito dopo la rappresentazione grafica” (GAal4), risolve il problema

e “rigponde sulle possibili soluzioni ” (GAbcl).

Graphe implicatif : C\CHIC\chic 2000\Problema-4.csv 999590 85
Figura 6

@ La variabile sperimentale GAbc6 rappresenta un nodo implicativo importante
perché in esso convergono, con percentuali del 99% e in qualche caso del 95%, le
variabili GAa2, GAa7, GAa8, GAa9 e GAal2. In dltre parole, “sel’alunno esibisce
un procedimento in lingua naturale” (GAa2) “se rappresenta graficamente in
maniera corretta” (GAar), “se considera i vincoli in modo esplicito” (GAa9), “se
motiva la pluralita di soluzioni considerando che |’equazione rappresenta una
relazione funzionale” (GAal2) o “seritiene in modo errato che tra x e y esste una
relazione di proporzionalitd” (GAa8) alora, in ogni caso, I’allievo “considera che
il problema ha una pluralita di soluzioni” (GAbc6). La convergenza delle variabili
sperimentali GAbc4 e GAbch in GAbc6 e ovvia perché “la pluralita di soluzioni ”
(GAbc6) comprende sia i casi di “infinite soluzioni” (GAbc4), sia quelli di
“mancanza di dati per determinare la soluzione unica” (GAbc5).

@ L’aunno che risponde sulle possibili soluzioni considera fondamentalmente che il
problema ha una pluraita di soluzioni (legame implicativo tra le variabili
sperimentali GAbc6 e GAbcl). Questo risultato viene rafforzato dalla mancanza di
collegamento tra le variabili sperimentali GAbc2 (mostra una soluzione che verifica
I’equazione) e GAbc3 (mostra pit soluzioni che verificano I’ equazione) con GAbcl,
ma soprattutto dall’implicazione GAbc6 ® GAbcl a primo livello dell’abero
gerarchico (Cfr. Appendice N° 6 ala fine del Capitolo 3). Dall’atra parte, le
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percentuali di riposte confermano il risultato precedente: 3% per GAbc2, 4% per
GADbc3 e 57% per GAbc6t (Cfr. Tabelladi Frequenze dell’ Appendice N° 3 alla fine
del Capitolo 3).

3.5.11 Quinta analis implicativa e confronto tra il primo ed il quarto

problema

Graphe implicatif : C:\CHIC\chic 2000\4-1 pot..csv 99959085

Figura7

Per falsificare la quarta ipotes si devono mettere a confronto le risposte del primo e del
guarto problema. Anche se in entrambi la variabile assume |’ aspetto relazionale —
funzionale, nel primo quesito I’alunno e libero di scegliere il contesto risolutivo, mentre
nel quarto lo si costringe ad operare nell’ambito della geometria analitica utilizzando
registri rappresentativi visuali.

@ Nel primo problema la maggior parte degli alunni che determina |’ insieme soluzione
considera che |’ equazione ha soluzione unica (legame implicativo ALb2 ® ALDbL,
con percentuale del 99%). Meno numerosi sono, invece, quelli che mostrano piu
soluzioni che verificano I’ equazione o che considerano che essa ha una pluralita di
soluzioni (legami implicativi ALb3 ® ALbl ed ALb6 ® ALDb1, con percentuale del
95%).

@ Nel quarto problema I'alunno che risponde sulle possibili soluzioni considera
fondamentalmente che il problema ha una pluralita di soluzioni (legame implicativo
GAbc6 ® GAbcl con percentuale del 99%). Non esistono, invece, collegamenti tra

le variabili sperimentali GAbc2 e GAbc3 “mostra una o piu soluzioni che verificano
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[’equazione” e la variabile GAbcl “determina | ‘insieme soluzione”. Questi risultati

sono gati discussi nella sezione precedente.

@ E interessante rilevare due implicazioni (con percentuale statistica del 90%) che
collegano il primo al quarto problema: ALb3 ® GAbc6 e ALb6 ® GADc6. In altre
parole, se I'alunno considera che |’ equazione del primo quesito € verificata da piu
soluzioni 0 daunapluralita di soluzioni allora anche nel quarto problema tiene conto
delle molteplici soluzioni.

3.5.12 Falsificazione di Hg:

Si considera che I'alunno coglie piu facilmente I’ aspetto relazionale — funzionale della
variabile, quando é capace di tenere conto dell’ esistenza di una pluralita di soluzioni.
Questo si verifica soprattutto nel quarto problema in presenza di registri rappresentativi
visuali e per gli alunni che non hanno una buona padronanza del linguaggio algebrico.
Questo risultato permette di falsificare la quartaipotes.

3.6 CONCLUSIONI

Dall’analisi del dati si evince che le strategie utilizzate dagli alunni per risolvere il

primo problema sono le seguenti:

@ procedimento in lingua naturale: corrisponde a profilo NAT, risulta il piu
utilizzato dagli alunni e conduce ad una soluzione unica. La concezione di variabile

predominante € quela di incognita.

@ metodo per tentativi ed errori in lingua naturale e/o in linguaggio semi-
formalizzato (generalmente aritmetico): corrisponde al profilo FUN e conduce a piu
soluzioni. Viene evocata la dipendenza tra le variabili, ma non compare ancora una

concezione forte dell’ aspetto relazionale-funzionale.

@ strategia pseudo-algebrica (corrispondente ai profili PALG1 e PALG2): & poco
utilizzata dagli alunni e soltanto in alcuni casi conduce alla soluzione corretta del
problema.

Lo studio minuzioso effettuato, sia con |’analisi implicativa sia con |'analisi fattoriale,

permette di falsificare la primaipoted, cioe: “se nel contesto di una situazione problema

prevale la concezione di variabile come incognita allora non viene evocato il suo aspetto

relazionale-funzionale”.
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Dall’analisi realizzata si ricava che per risolvere il primo problema gli alunni usano
prevalentemente la lingua naturale come mezzo espressivo. Utilizzano anche, in modo
esplicito o implicito, il linguaggio aritmetico in un contesto non prettamente algebrico.
Questi risultati permettono di falsificare la seconda ipotesi: “la lingua naturale /o il
linguaggio aritmetico prevalgono come sistemi simbolici, in assenza di adeguata
padronanza del linguaggio algebrico”.

E’ interessante osservare che per risolvere il primo quesito, nessun alunno utilizza
registri rappresentativi visuali e che buona parte di essi considera che la situazione
problematica ha soluzione unica (variabile come incognita). Per il quarto problema,
invece, con una situazione concreta simile alla precedente ma formulata nel contesto
della geometria analitica, gli allievi che rispondono sulle possibili soluzioni considerano
direttamente la pluralita di soluzioni (variabile in relazione funzionale).

Questi risultati dimostrano che gli aunni, con insufficiente padronanza del linguaggio
algebrico, possono considerare piu facilmente la pluralita di soluzioni in presenza di
registri rappresentativi visuali, evocando il modello mentale dell’ equazione della retta.
Nel terzo quesito la maggior parte degli alunni hainterpretato le espressioni ax + by + ¢
=0 e y= mx+ g nell’ambito della geometria analitica, ma il modello di retta non é
stato richiamato con [I'equazione del primo problema. In questo modo la
rappresentazione grafica € completamente assente dal processo risolutivo. Questo
comportamento chiamato “rifiuto della visualizzazione” e gia stato rilevato nellaricerca
didattica (Cfr. Eisenberg & Dreyfus, 1991; Vinner, 1989; Furinghetti & Somaglia,
1994; Chiarugi, |. et alii, 1995).

Si presuppone che questo comportamento sia dovuto ad una questione di contratto
didattico. Di solito i problemi con equazioni presentati a scuola si risolvono in un
contesto algebrico dove la variabile assume |'aspetto di incognita. Le situazioni
problematiche concrete non vengono mai risolte nell’ambito della geometria analitica,
richiamando registri rappresentativi visuali. | problemi di geometria analitica proposti a
scuola sono diversi. Nel quarto quesito, I'alunno si vede costretto ad utilizzare il
modello di retta con la sua rappresentazione cartesana. Quindi |’equazione diventa
“percepibile” attraverso il grafico e lo studente riesce a “visualizzare” piu facilmente la
pluralita di soluzioni. Questi risultati permettono di falsificare la quarta ipotes: “Se in
una situazione problema si mettono a disposizione registri rappresentativi visuali allora

I"alunno coglie piu facilmente I’ aspetto relazionale - funzionale della variabile’.
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Dall’analisi precedente si evince che I’alunno € piu propenso a considerare la variabile
sotto I’aspetto di incognita (cercando I'unicita della soluzione dell’equazione in due
variabili) nel contesto di una situazione concreta e in assenza di registri rappresentativi
grafici. Di conseguenza, si puo affermare che si manifesta una certa interferenza della
concezione di incognita su quella funzionale. In ogni caso, crediamo che la questione
deva essere ancora approfondita analizzando piu dettagliatamente le strategie risolutive
utilizzate. Si dovrebbe indagare come vengono attivate le concezioni di incognita e di
relazione funzionale nel processo di risoluzione di una situazione problematica concreta
€ come puo avvenire il passaggio da una concezione all’ altra senza interferenza.

La traduzione dal linguaggio algebrico a linguaggio naturale si rivela un compito
difficile per gli aunni (Ipotesi 3). Alcuni di loro s limitano a realizzare una
manipolazione puramente sintattica della formula, atri, invece, riescono a produrre il
testo di un problema che non e significativo per la relazione data. Sono emerse alcune
particolarita interessanti, per esempio, gli alunni che producono il testo di un classico
problema aritmetico con valori numerici specifici, formulano la domanda riferita al
secondo membro dell’ equazione, cioé a 18. Quindi, per questi alunni I’ equazione si
presenta come una relazione unidirezionale e con la risposta del lato degsro. S
manifesta, cosi, un retrocesso alle percezioni primitive che gli studenti di 12-13 anni
hanno sulle equazioni di primo grado in un’incognita (Kieran, 1981). Certi alunni hanno
bisogno di mostrare qualche soluzione particolare che verifica |’ equazione prima di
coinvolgerla nell’elaborazione di un problema. Questo dimostra un ostacolo del
linguaggio a livello puramente sintattico che dovrebbe essere analizzato piu
approfonditamente.

Altre questioni centrali che emergono da questa ricerca sono: |'importanza della
visualizzazione nella risoluzione di problemi e della coordinazione di divers registri
rappresentativi (Duval, 1999).

NOTE:

(1) Ne presente lavoro si preferisce utilizzare il termine “pluralita di soluzioni” a vocabolo
“infinite soluzioni”, perché non sono state considerate le possibili connotazioni della parola
“infinito”. In ogni modo, sono state definite due variabili sperimentali ALb4 (per il primo
problema) e GAbc4 (per il quarto) per tenere conto del cas in cui I’alunno considera in
modo esplicito I’ esistenza di infinite soluzioni.

(2) Riteniamo opportuno precisare la terminologia utilizzata in questa ricerca; a tale proposito
seguiremo D’Amore & Frabboni (1996). Si chiama immagine mentale cio che viene
elaborato dall’ alunno, anche involontariamente, a fronte di una qualsiasi sollecitazione (sia
interna che esterna): § tratta di un’'immagine interna, pertanto non espressa, almeno
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inizialmente. Tutte le immagini mentali riferite ad un concetto costituiscono il modello
mentale relativo a tale concetto (Johnson-Laird, 1988). Le concezioni cosi costruite devono
SPEsSo essere espresse, comunicate mediante una specifica traduzione, quindi, s viene a
creare un modello esterno, esprimibile frequentemente in un ben determinato linguaggio.
Ogni forma di comunicazione di un contenuto, di un qualsiasi messaggio matematico
avviene dunque con I'impiego di modelli esterni (Shepard, 1980).

(3) Abbiamo chiamato “procedimento di sostituzione in se stessa’ il metodo scorretto che
consiste nello scrivere una variabile in funzione dell’ altra per sostituirla poi nell’ equazione
originale ottenendo cosi un’identita. In altre parole, il metodo di sostituzione utilizzato per
risolverei sistemi di equazioni viene applicato ad una singola equazione.

(4) Levariabili sperimentali ALb6 e GAbc6 “considera una pluralita di soluzioni ” ammettono
le risposte del tipo: “tante soluzioni”, “molte soluzioni” e “infinite soluzioni”. Questa ultima
corrisponde alle variabili ALb4 e GAbc4. La pluralita di soluzioni comprende anche i casi
in cui I’alunno considera in modo esplicito che mancano dati per determinare la soluzione
unica (ALb5 e GAbcb).

(5) Lavariabile sperimentale AL4 “aggiunge un dato” considera due possibilita: vincite uguali
0 scommesse uguali (AL4.3). 1l primo caso tiene conto di altri due: la vincita si divide a
meta (AL4.1) o entrambi i ragazzi vincono 300 € (AL4.2).

“Aggiungere un dato” é equivalente ad introdurre una nuova equazione per formare, con
I’ equazione del problema 3 x + 4 y = 300 o parte di essa, un sistema di due equazioni in due
incognite. Quindi ad ogni caso corrisponde un sistema:

@ “Lavincitadi 300 € s divideameta” (AL4.1) éequivalente al sistema:
13x+4y=300
13x=4y=150

@ “Lavincita eugualea 300€ per entrambi i ragazzi ” (AL4.2) corrisponde al sistema:
13 x =300
T4y =300

@ “Lescommesse sono uguali” (AL4.3) equivale al sistema:
13x+4y=300
ix=y
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APPENDICE N° 1: Questionario

1-

Carlo e Lucia vincono al lotto la somma complessiva di € 300. Sappiamo che Carlo
vince il triplo del denaro scommesso, mentre Lucia il quadruplo del proprio.

a) Determina le somme di denaro che Carlo e Lucia hanno giocato. Commenta il
procedimento seguito.

b) Quante sono le possibili soluzioni? Motiva la tuarisposta.

Inventa una possibile situazione problema che possa risolversi utilizzando la
seguente relazione di uguaglianza: 6 x —3y = 18.

Commenta il procedimento seguito.

Che cosa €? Interpreta mediante una “breve risposta’ le seguenti espressioni:
Q) aAX T Y+ o0
D) ¥ o X O i

Una persona per poter usufruire di un telefono fisso ingtallato presso di un'atra,
pattuisce con questa ultima di pagare mensilmente € 5 piu € 2 per ora telefonate
effettuate.

Detto: xil numero di ore mensili di telefonate effettuate e
y lasomma complessiva pagata mensilmente

a) Stabilire quale tipo di relazione intercorre trax ey e rappresentarla graficamente
nel piano cartesiano.

b) Determina la somma complessiva pagata mensilmente ed il numero di ore
mensili di telefonate effettuate. Commentail procedimento seguito.

¢) Quante sono le possibili soluzioni? Motiva latua risposta
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APPENDICE N° 2: Tabella completa delle variabili sperimentali

Per ogni quesito del questionario abbiamo effettuato unanalisi a-priori molto
dettagliata. A continuazione riportiamo le tabelle con tutte le variabili sperimentali
analizzate.

PRIMO QUESITO

AL |1 2 3 4 4.1 4.2 4.3
1 |L’adunno|Esibisceun |Esibisceun Aggiunge |Come4, |Come4, Come 4,
risponde |procedimento | procedimento per undato |dividendo [considerando |considerando
in lingua tentativi ed errori in lavincita |che entrambi i |che le somme
naturale linguanaturale e/oin ameta |ragazzi scommesse
linguaggio semi- vincono 300 € |sono uguali
formalizzato
0 |[NO NO NO NO NO NO NO
AL |5 6 7 8 9 10
1 |Traduceil Considerai |Come5, Aggiunge |Cambia Considerache
problemaad |vincali dg |utilizzando il atra procedimento I’ equazione
un’ equazione |problemain |metodo algebrico |equazione e |risolutivo, rappresenta
di 1° gradoa |modo di “sotituzionein |formaun abbandonando quello |unaretta
2 incognite |esplicito sestessa’ (3) sistema pseudo-al gebrico
0 |[NO NO NO NO NO NO
AL |11 12 13 14 15
1 |Considera, inmodo |Considerache |Commettedegli |Considerache |Ha scarsapadronanza
esplicito o implicito, |un’equazione  |errori nella trax ey edste |dd linguaggio
cheil problema indeterminata ha|risoluzione unarelazionedi |algebrico (AL4 + AL7
rappresenta una infinite soluzioni|dell’ equazione e |proporziondita |+ AL9+AL13+
relazione funzionale trova (o tenta) la AL14 + ~AL5)
soluzione unica
0 |[NO NO NO NO NO
AL |16 17
1 |Utilizzail linguaggio |Utilizzail linguaggio
naturae, sanel aritmeticoin un
procedi mento risolutivo |contesto non
Sia per motivarele prettamente algebri co,
risposte (include AL2). |in modo esplicito o
implicito.
0 |[NO NO
ALb|1 2 3 4 5 6
1 |L’aunnojMostrauna |Maostra Considera Considerainmodo  |Considerala
risponde |soluzione pit soluzioni |esplicitamente|esplicito che mancano |pluralita di
particolare che|che verificano |le infinite dati per determinare lajsoluzioni
verifica I’equazione |soluzioni soluzione unica (Comprende ALb4
I’ equazione e ALb5)
0 |[NO NO NO NO NO NO
ALb|2* 3*
1 |Considerasoltanto |Considera soltanto
una soluzione alcune soluzioni che
particolare che verificano
verifical’ equazione ||’ equazione
0 |[NO NO
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SECONDO QUESITO

IAL |1 2 3 4 5 6
1 L'aunno |Trasforma Risolve I’ equazione [Mostra una Mostrapiu Aggiunge dtra
risponde |I'equazione |applicandoil soluzione soluzioni che |equazione e
allasuaforma |metodo di particolare che |verificano formaun
esplicita “sostituzionein se |verifica I’equazione  |sistema
stessa’ I’ equazione
0 NO NO NO NO NO NO
IAL |7 7.1 8 9 10
1 Produceun |Ladomandasi Produceun |Produceuntesto  |Produceun testo
testo che riferisce al secondo |testo che significativo per la |significativo per la
considera membro considera relazione data, ma |relazione data e
soltanto ddll’equazione, cioé |soltantouna |non formulala formulala domanda,
costanti al 18. variabile domanda ma con qual che errore
0 NO NO NO NO NO
IAL |11 12 13 14
1 Risponde Produce un testo che Formula un problema|Traduce con
correttamente |considera 2 variabili, ma che |nel contesto della difficoltail
non traduce esattamente geometriaanditica  |linguaggio a gebrico
I’ equazione data
0 NO NO NO NO
IALb |1 2 3 4
1 L’alunno Commentala Commenta Come 3,
risponde risoluzione I’assegnazione di | spiegando la
dell’ equazione particolari oggetti | formulazione
alle variabili della domanda
0 NO NO NO NO
TERZO QUESITO
Prima equazione
MMa|l 2 3 4 5
1 L'aunno |Associa Associa Associal’ espressione|Associal’ espressione
risponde |’ espressione I’ espressione all’equazione di una |ad un’equazione di
al’equazionedi |al’equazionedi un |parabolao di una primo grado in due
unaretta fascio di rette circonferenza incognite
0 NO NO NO NO NO
MMa|6 7
1 Associa Associa
I’espressione ||’ espressione ad
ad un un’ equazione di
polinomio secondo grado
0 NO NO
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Seconda equazione

MMb|1 2 3 4 5
1 L'aunno |Associa Associa Associal’ espressione|Associal’ espressione
risponde |’ espressione I’ espressione all’equazione di una |ad un’equazione di
all’equazionedi |al’equazionedi un |parabolao di una primo grado in due
unaretta fascio di rette circonferenza incognite
0 NO NO NO NO NO
MMb|6 7
1 Associa Associa
I’espressione ||’ espressione ad
ad un un’ equazione di
polinomio secondo grado
0 NO NO
QUARTO QUESITO.
L’analisi a-priori corrispondente € il seguente:
GAa |1 2 3 4 5
1 L'aunno |Esibisceun Esibisce un procedimento |Traduceil Rappresenta
risponde |procedimento |per tentativi ed erroriin  |problemaad graficamente la
in lingua linguanaturale e/oin un’equazione di |relazione, anche sein
naturale linguaggio semi- 1° grado a2 maodo non
formalizzato incognite compl etamente corretto.
0 NO NO NO NO NO
GAa |6 7 8 9 9.1
1 Rappresenta graficamente  |Rappresenta Considerachetra |Considerai Considerai
larelazione in modo graficamentein |x ey esisteuna  |vincali in vincoli
corretto, manon considerai [maniera corretta |relazione di maodo esplicito |inferiori in
vincoli. proporzionalita modo esplicito
0 NO NO NO NO NO
GAa |9.2 10 11 12 13 14
1 Considerai |Utilizzail |Cambia Motivalapluralita |Motivalapluraita|Rappresenta
vincoli metodo procedimento |di soluzioni, di soluzioni, graficamente
superiori in |algebricodi |risolutivo, considerando che |considerando che |e abbandona
modo “sostituzione [abbandonando |I’ equazione I’equazione
explicito insestessa’ |quello pseudo- rappresenta una rappresenta una
algebrico relazione funzionale|retta
0 NO NO NO NO NO NO
GAbc|1 2 3 4 5 6
1 L'aunno [Mostrauna  |Mostrapit  |Considera Considerain modo |Considerala
risponde (soluzione soluzioni che|esplicitamente [esplicito che pluralitadi soluzioni
particolare che|verificano  |leinfinite mancano dati per  |(Comprende GAbc4
verifica I’equazione |soluzioni determinarela e GAbc5)
I’ equazione soluzione
0 NO NO NO NO NO NO
GAbc|2* 3*
1 Considerasoltanto |Considera soltanto
una soluzione al cune soluzioni che
particolare che verificano
verifical’ equazione ||’ equazione
0 NO NO
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APPENDICE N° 3: Tabella di frequenze

Variabile Frequenza Frequenza | Percentuale Scarto
assoluta relativa
AL1 106. 00 0.95 95 0.21
AL2 44.00 0. 40 40 0. 49
AL3 34.00 0.31 31 0. 46
AL4 71.00 0. 64 64 0. 48
AL4. 1 53. 00 0. 48 48 0.50
AL4. 2 11.00 0.10 10 0.30
AL4. 3 13.00 0.12 12 0.32
AL5 27.00 0.24 24 0.43
AL6 4.00 0.04 4 0.19
AL7 13.00 0.12 12 0.32
AL8 1. 00 0.01 1 0. 09
AL9 9.00 0.08 8 0.27
AL10 1. 00 0.01 1 0. 09
AL11 34.00 0.31 31 0. 46
AL12 1. 00 0.01 1 0. 09
AL13 8. 00 0.07 7 0.26
AL14 3.00 0.03 3 0.16
AL15 98. 00 0.88 88 0.32
AL16 82.00 0.74 74 0. 44
AL17 91. 00 0.82 82 0.38
ALb1 99. 00 0.89 89 0.31
ALb2 63. 00 0.57 57 0.50
ALb3 33.00 0.30 30 0. 46
ALb4 25. 00 0.23 23 0.42
ALb5 13.00 0.12 12 0.32
ALb6 36. 00 0.32 32 0. 47
ALb2* 45.00 0.41 41 0. 49
Al b3* 18.00 0.18 18 0.38
I AL1 67.00 0. 60 60 0. 49
I AL2 8. 00 0.07 7 0.26
I AL3 5.00 0. 05 5 0.21
I AL4 27.00 0.24 24 0.43
I AL5 5.00 0. 05 5 0.21
I AL6 7.00 0. 06 6 0.24
I AL7 20. 00 0.18 18 0.38
IAL7. 1 18.00 0.16 16 0.37
I AL8 1. 00 0.01 1 0. 09
' AL9 3.00 0.03 3 0.16
' AL10 7.00 0. 06 6 0.24
IAL11 8. 00 0.07 7 0.26
I AL12 11.00 0.10 10 0.30
I AL13 1. 00 0.01 1 0. 09
I AL14 59. 00 0.53 53 0.50
MVR1 108. 00 0.97 97 0.16
MVR2 55. 00 0.50 50 0.50
MVa3 1. 00 0.01 1 0. 09
MVa4 29. 00 0.26 26 0. 44
MVB5 23.00 0.21 21 0.41
MVe6 5.00 0. 05 5 0.21
MVb1 110. 00 0.99 99 0. 09
MVb2 76. 00 0.68 68 0. 46
Mb3 33.00 0.30 30 0. 46
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Variabile Frequenza Frequenza | Percentuale Scarto
assoluta relativa
Ghal 84. 00 0.76 76 0.43
Gha2 6. 00 0. 05 5 0.23
GAa3 3.00 0.03 3 0.16
Gha4d 61. 00 0.55 55 0.50
GAa5 20. 00 0.18 18 0.38
GAab 34.00 0.31 31 0. 46
Gha7 25. 00 0.23 23 0.42
GAa8 19. 00 0.17 17 0.38
GAa9 42.00 0.38 38 0. 48
GAa9. 1 35. 00 0.32 32 0. 46
GAa9. 2 17.00 0.15 15 0. 36
GAal0 1. 00 0.01 1 0. 09
GAall 1. 00 0.01 1 0. 09
GAal2 18.00 0.16 16 0.37
GAal3 2.00 0.02 2 0.13
GAald 22.00 0.20 20 0.40
GAbc1 61. 00 0.55 55 0.50
GAbc?2 3.00 0.03 3 0.16
GAbc3 4.00 0.04 4 0.19
GAbc4 24.00 0.22 22 0.41
GAbc5 31.00 0.28 28 0. 45
GAbc6 57.00 0.51 51 0.50
GAbc2* 3.00 0.03 3 0.16
GAbc3* 1. 00 0.01 1 0. 09
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APPENDICE N° 4: Albero gerarchico del primo problema
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Arbre hiérarchique : C:\CHIC\chic 2000\Rev-Dati.csv

APPENDICE N° 5: Albero gerarchico del quarto problema
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CAPITOLO QUATTRO:

LA VARIABILE TRA INCOGNITA E“COSA CHE
VARIA”. ALCUNI ASPETTI DEL LINGUAGGIO
SIMBOLICO

4.1 INTRODUZIONE

Il lavoro sperimentale effettuato nel Capitolo 3 mette in evidenza che nel contesto di
una situazione - problema, se prevale la concezione di variabile come incognita allora
non viene evocato il suo aspetto relazionale-funzionale. Si dimostra anche che i
procedimenti risolutivi si appoggiano prevalentemente alla lingua naturale e/o il
linguaggio aritmetico come sistemi simbolici, quando gli alunni non hanno un’ adeguata
padronanza del linguaggio algebrico.

Dallo studio realizzato abbiamo rilevato che nella risoluzione di problemi |'alunno
coglie piu facilmente I'aspetto relazionale — funzionale della variabile in presenza di
registri rappresentativi visuali. L’aunno, invece, & piu propenso a considerare la
variabile sotto |'aspetto di incognita, cercando I’ unicita della soluzione dell’ equazione
lineare, in assenza della rappresentazione grafica.

Abbiamo visto anche che la traduzione dal linguaggio algebrico alla lingua naturale si
rivelaun compito difficile per gli alunni. Alcuni di loro riescono a produrre il testo di un
problema che non risulta significativo per la relazione data. Altri, invece, si limitano a
realizzare una manipolazione puramente sintattica della formula, mostrando una
soluzione particolare che verifica I’ equazione.

Da questa ricerca emergono anche una serie di questioni per le quali non abbiamo
ancora trovato delle risposte. Per esempio, nel processo di risoluzione di una situazione

problematica:
@ Come vengono éattivate le concezioni di incognita e di relazione funzionale?
@ Si verificail passaggio da una concezione all’ atra? Se si, come avviene?

@ |l passaggio dalla singola soluzione ad una pluralita di soluzioni dell’ equazione

lineare coincide necessariamente con il passaggio da una concezione all’ altra?
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@ E' presente il linguaggio simbolico? Se si, e utilizzato per risolvere il problema o

solo nella descrizione verbale come modo di comunicare?
@ Comeavviene il processo di traduzione dal linguaggio algebrico a quello naturale?
@ Comesi rappresenta il rapporto sintassi—semantica all’ interno del codice algebrico?

Per approfondire questa problematica abbiamo effettuato una nuova sperimentazione,

sottoponendo lo stesso questionario a due coppie di alunni.

42 METODOLOGIA DELLA RICERCA

Due coppie di alunne del Terzo Anno del Liceo Scientifico Sperimentale di Ribera
(AG) che si sono offerte volontariamente a partecipare a questa sperimentazione.

Il questionario proposto € lo stesso di quello utilizzato nella sperimentazione
precedente. e la sua somministrazione si e effettuata durante la prima settimana di
Maggio 2003.

L’ equipe che ha condotto I'intervista era formata da due docenti: un intervistatore e un
osservatore. Il primo aveva il compito di porre i problemi e di guidare I'intervista, il
secondo di prendere nota di tutti gli elementi che riteneva opportuno mettere in
evidenza.

L’interaintervista e stata registrata su audiocassetta e successivamente trascritta. Essa si

e svolta nel modo seguente:

@ Gli aunni dovevano scrivere soltanto dopo essere messi d'accordo nella loro

discussione.

@ L’intervistatore cercava di stimolare gli alunni solo se si trovavano in difficolta

€ in modo asettico.

4.3 ANALISI DEI PROTOCOLLI DEL PRIMO PROBLEMA

4.3.1 PRIMA COPPIA: Serena e Graziella

4.3.1.1 Tipi di linguaggio: prevale la lingua naturale. Usano il linguaggio aritmetico,

ma il linguaggio algebrico € completamente assente.
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4.3.1.2 Procedimento risolutivo

AL1, AL2, AL4, AL4.3, (AL4.1), ALbl, ALb3, ALb4, ALb6

Serena e Graziella risolvono il primo problema utilizzando un procedimento in lingua
naturale. Aggiungono un dato, considerando che le somme scommesse sono uguali e
trovano una soluzione. Poi si chiedono con quale criterio Carlo e Lucia avessero diviso
la somma di 300 €, perché potevano aver scommesso somme diverse. Su suggerimento
dell’intervistatore dividono la vincita a meta e trovano la soluzione. Concludono che:
“non sapendo in che modo dividono la somma e in che maniera hanno giocato, le
soluzioni possibili sono infinite” (Riga 11).

Concezione Risoluzione Interpretazione del
di variabile procedimento eseguito
I ncognita AL 2: Esibiscono un procedimento | Sistema di due equazioni in due

in lingua naturale incognite:
AL4.3: Aggiungono un dato i3x+4y=300
considerando che le scommesse ix=y
sono uguali
Trovano una soluzione Risolvono il sistema
Laricercadi uncriterio | e equivalente a | laricercadi un’equazione
per dividere lasomma per formare un sistema.
Su suggerimento Sistema di due equazioni in due

dell’ intervistatore: Aggiungono un |incognite:
dato considerando le vincite uguali

i13x+ 4y= 300
(AL4.2) 3x=4y
Trovano una soluzione Risolvono il sistema
“Non sappiamo in che modo Non si conosce: un' altrarelazione

dividono la somma oppureinche |tra 3x e 4y, oppure tra X e y
maniera hanno giocato” (Riga 8)

L’impossibilita di trovare equivalea |I'impossibilita di formare
il criterio un unico sistema
I ncognita Concludono che: “le soluzioni possibili sono infinite”

Non determinano I'insieme delle soluzione

4.3.1.3 Commenti

Una questione importante e analizzare il passaggio dalle singole soluzioni, ottenute
mediante la risoluzione dei sistemi di equazioni, alle infinite soluzioni del problema
considerate nella conclusione finale. La frase di Graziella & eloquente: “Quindi... non
dipende da quante parti vincono oppure dalla somma che hanno giocato... ” (Riga 8); in

altre parole, la risoluzione del problema é indipendente dai supposti che si possano
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effettuare sulle vincite o le scommesse. E continua: ““...non sappiamo in che modo loro
abbiano diviso il denaro, oppure quale cifra hanno giocato... ” (Riga 8); in altre parole,
il problema non stabilisce con quale criterio Carlo e Lucia abbiano diviso le vincite o le
scommesse, quindi non & possibile formare un sistema di equazioni. E concludono: “le
soluzioni possibili sono infinite” (Riga 11). La concezione di variabile predominante in

guesto protocollo € quelladi incognita.

4.3.2 SECONDA COPPIA: VitaeAlessandra

4.3.2.1 Tipi di linguaggio: prevale il linguaggio naturale. Usano il linguaggio
aritmetico. Il linguaggio algebrico viene utilizzato soltanto nella parte finale della
risoluzione, ripresa dopo aver iniziato la discussione del secondo quesito che richiede
precisamente la traduzione dal linguaggio algebrico a quello naturae.

4.3.2.2 Procedimento risolutivo

AL1, AL3, ALbl, ALb4, ALb2, AL11, ALb6, AL6, AL4, AL4.3, AL5, ALb3, ALb6

Le alunne discutono animatamente su quale criterio adottare per determinare le
scommesse, poi decidono di procedere per tentativi: “ Non ci sono i dati delle
scommesse..., dobbiamo dare una... ” (Riga 22) e proseguono formulando delle ipotesi:
“...ammesso che Carlo ha scommesso 10 €... 7 (Riga 13 e 31), “Mettiamo, se Carlo
scommette 50 € ... ” (Riga 30), “Se (lascommessa) €30 € ... ” (Riga 37).

Le alunne considerano che il problema ha infinite soluzioni e a modo di esempio,

fissano una delle scommesse e determinano |’altra utilizzando operazioni aritmetiche

inverse:
Linguaggio naturale Traduzione
L. aritmetico L. algebrico
Alessandra: - Se e 30 €, il triplo... dovrebbe vincere|3” 30= 90 y=(300-3x): 4

90.... Quindi da 90 per arrivare a 300, giusto? Ci sono [300—-90= 210 |per x= 30
210... (Riga 37 e4l).

Vita: - Lucia e il quadruplo di quello... pero édiviso 4,
no? (Riga 46). 210, 4=525
Vita: - Sevince 210 che € la somma totale... (Riga 50)
Alessandra: - Quindi e questo deve essere |l
quadruplo... (Riga51).

Vita: - Diviso 4 (Riga52).
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E’ interessante osservare che in questa discussione compare implicitamente I'idea di
dipendenza lineare trale due scommessg, cioé trale due variabili.

Alessandra ritiene necessario determinare I'insieme soluzione, “... per mec’e un limite,
ci sono delle soluzioni che vanno... ” (Riga 63), “secondo me ... le possibili soluzioni ...
vanno da tot a tot..., ma dobbiamo vedere...” (Riga 67). A tale scopo considera i
vincoli del problema in modo esplicito: “...s sta parlando di scommesse questo
significa che non puo essere un numero negativo” (Riga 86).

Vita suppone che le scommesse siano uguali e trova la soluzione utilizzando un
procedimento per approssimazioni successive, ma Alessandra insiste sul fatto che il
problema ha una pluralita di soluzione e sulla necessita di determinare I’insieme delle
soluzioni.

Le alunne determinano senza difficolta la scommessa minima uguale a 0, ma discutono
animatamente per calcolare le scommesse massime di Carlo e Lucia, in un contesto
dove lavariabile assume |’ agpetto relazionale-funzionale.

Vita e Alessandra riprendono spontaneamente la risoluzione del primo problema dopo
aver iniziato la discussione del secondo quesito. Hanno trovato una certa similitudine tra
loro, (il secondo richiede la traduzione dal linguaggio algebrico a quello naturale):
“...mi sa che (il secondo problema) sara qualcosa ...come il primo, sara qualcosa di
simile” (Riga 339).

Quindi traducono il primo problema ad un’equazione di primo grado in due incognite:
“...i0 sto facendo altre ipotesi, cioe anzi che avere una soluzione possbile ho
un’equazione generale come viene data qua (per il secondo problema), in quanto 300 e
la somma totale e mettiamo che 3 per non sapendo quanto ha scommesso e 4 per non
sapendo quanto ha scommesso... ” (Riga 351). Scrivono 3 x + 4y = 300.

Le alunne discutono animatamente per determinare gli insiemi delle soluzioni delle due
variabili. Anche se scrivono correttamente I’ equazione, nel momento di calcolare questi
insiemi usano la stessa lettera “x” per designare le due variabili. Si confondono e non
riescono arisolvere questo problemadi designazione, quindi indicano soltanto I'insieme

soluzione della variabile x.
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Concezione di Risoluzione Interpretazione
variabile del procedimento
eseguito
Relazione- | AL3: Esibiscono un procedimento per tentativi
funzionale |ed errori inlingua naturale
ALDb4: Considerano che il problema ha infinite
soluzioni
Fissano una delle scommesse e determinano y=(300-3x): 4
I’ altra utilizzando operazioni aritmetiche inverse | per x = 30
Alessandra esprime la necessita di determinare (x3 0 e y3 0
I"insieme delle soluzioni, considerando i vincoli
Incognita | Vita aggiunge un dato. 13x+ 4y= 300
AL4.3: suppone che le scommesse siano uguade |1x =y
Trova lasoluzione utilizzando il metodo Risoluzione del
aritmetico di approssimazioni successive sistema
Relazione- ALDb6: Considerano una pluralita di soluzioni 3x+4y=300
funzionale | Determinano le scommesse massime Sey=0, x=100
Sex=0,y=75
ALS5: Traducono il problemaad un’equazionedi |3 x+ 4y = 300
primo grado in due incognite
Usano lastessa lettera “x ” per designareledue |0 £ x £ 100
variabili e riescono a determinare solo I'insieme | (0 £ y £ 75 non
soluzione di essa. viene esplicitato)
Relazione- Concludono che le soluzioni sono infinite
funzionale Determinano I'insieme delle soluzione di una sola variabile
4.3.2.3 Commenti

Vita e Alessandra esibiscono un lunghissimo procedimento risolutivo, utilizzando
prevalentemente la lingua naturale, arricchita dal linguaggio numerico.

Nella prima parte della risoluzione, Alessandra considera che il problema ha infinite
soluzioni in un contesto dove la variabile assume I’ aspetto relazionale-funzionale.
Subito dopo ritiene necessario determinare I'insieme soluzione considerando i vincoli
dell’ universo numerico imposti dal contesto del problema (scommesse non negative). Si
presume che I’ ottimo controllo semantico delle quantita in relazione alla situazione che
offre la lingua naturale permette di rendersi conto piu facilmente dell’importanza dei
vincoli.

Anche se I’ obiettivo del problema appare abbastanza chiaro dall’inizio, il procedimento
risolutivo € lungo, contorto e mostra un andirivieni di ipotes e contro-ipotesi.

Riteniamo che nella discussione, ridondante e poco chiara in alcuni aspetti, compaia
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tutta I'’ambivalenza della lingua naturale per esprimere certe relazioni tra gli elementi in
gioco. Per esempio, dopo avere considerato che il problema ha infinite soluzioni,
Alessandra confonde il numero di soluzioni con la vincita massima: “lIl numero di
soluzioni € 300” (Riga 133). Vita, invece, considera che le possibili soluzioni si
ottengono dalla somma delle scommesse massime che possono effettuare Carlo e Lucia:
“Le soluzioni sono queste, 175, ... perché poi alla fine s somma... ” (100 scommessa
massimadi Carlo piu 75 scommessa massimadi Lucia) (Riga 187).

E’ interessante osservare che I’ utilizzo del linguaggio ssimbolico avviene soltanto nella
parte finale della risoluzione, ripresa dopo avere iniziato la discussione del secondo
problema. Dato che questo quesito richiede la traduzione dal linguaggio algebrico a
guello naturale, le alunne trovano una certa ssimmetria con il primo problema formulato
in lingua naturale; in questo modo lo traducono ad un’ equazione di primo grado in due
incognite. Ma evidenziano subito la necessita di dotare alle variabili x e y di un
significato in relazione a contesto del problema: “Perché x e y rappresentano... il
denaro scommesso...” (Riga 354 e 451). In altre parole, le aunne manifestano
I"esigenza di collegare la “storia originale del problema’ (word problem) con la “storia
raccontata in simboli” o la narrativa simbolica utilizzando i termini di Radford
(20023)¥.

Alessandra e Vita usano i simboli nella descrizione verbale come modo di comunicare:
“Perché x e y forse erano diverse... ” (Riga 352), ma non per risolvere il problema. In
altre parole, il linguaggio simbolico viene usato in modo piuttosto superficiale perché il
flusso di ragionamento si appoggia fondamentalmente sulla lingua naturade. E
interessante notare che essa produce delle interferenze per determinare gli insiemi delle
soluzioni. Durante la discussione, le alunne sono capaci di calcolare gli insiemi
soluzioni di x ey, ma per scritto riescono soltanto ad esprimere quello di x: 0 £ x £ 100.
Esse indicano I'insieme soluzione di y come: 0 £ x £ 75 e quindi lo considerano
incluso nel primo, motivando la loro scelta in questo modo: “Volevo fare tutte le
possihili soluzioni. Perché se non ci fosse, qua, pud andare al massimo 75 e 75 gia e
compreso. || massimo che si pud scommettere € 100 per arrivare ad un totale del triplo
di 300” (Riga 403). Si evidenzia cosi che le alunne non possiedono una buona
rappresentazione del rapporto tra semantica e sintassi all’ interno del codice algebrico.
La concezione di variabile predominante in questo protocollo € quella relazionale-

funzionale. Anche se in un certo passaggio della risoluzione Vita considera la variabile
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come incognita perché forma un sistema aggiungendo un dato, subito dopo abbandona

guesta concezione a favore dell’ aspetto funzionale.

4.4 ANALISI DEI PROTOCOLLI DEL SECONDO PROBLEMA

4.4.1 PRIMA COPPIA: Serena e Graziella
4.4.1.1 Procedimento risolutivo

IAL1, IAL4, 1AL12, IAL11

Serena e Graziella iniziano la risoluzione del quesito cercando una coppia di valori che
soddisfi I'equazione: “...mi viene come |’istinto di cercare dei numeri...” (Riga 21).
Scrivono la soluzione trovata: “x = 3, y = 0” e commentano: “...abbiamo trovato dei
numeri che facevano |’uguaglianza vera... quindi possiamo anche costruire tipo un
problema su questi due numeri...” (Riga 27). Ma in realta, la loro discussione si basa
fondamentalmente sulla risoluzione dell’ equazione: “...facciamo un problema in cui S
danno due numeri e si devono trovare altri due numeri...” (Riga 29) e piu avanti
Graziella continua ancora: “ Bisogna trovare una coppia di numeri, per esempioil 6 eil
3, ora questa coppia di numeri il primo deve essere moltiplicato per il primo, il secondo
per il secondo..., e al primo sottrarre il secondo...” (Riga 35). Ad un certo punto
Graziella si chiede: “Trovare la soluzione di un problema, ma che significa trovare il
problema?” (Riga 39).

L’intervistatore fa notare che inventare un problema significa effettuare una traduzione
dal linguaggio algebrico al linguaggio naturale.

Le alunne parafrasano il testo di un problema simile a primo, ma a partire da
un’equazione che ha come coefficienti la coppia soluzione trovata in precedenza, cioé: 3
Xx— 0y = 18. Poi Graziella s rettifica “Mi sembra che dobbiamo fare all 'incontrario,
mettere questi due numeri...” (Riga 51) ed indica i coefficienti 6 e 3. Infine le alunne
riformulano il seguente testo:

60. Graziella: - “Ci sono due persone che giocano queste due somme di denaro
diverse. La prima vince sai volte di quello che ha scommesso, la seconda vince
tre volte di quello che ha scommesso, la differenza ... ”

61. Serena: - “... tralevincite...”

62. Graziella: - “...tralevincite € uguale a 18. Trovare quanto hanno scommesso”.
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4.4.1.2 Commenti

Dal’analisi precedente si evince che le alunne confondono I'attivita di risolvere
un’equazione con quella di inventare un problema a partire da un’'equazione. La
domandadi Graziella é eloguente: “...ma che significa trovareil problema?” (Riga 39).
Probabilmente questa confusione sia dovuta ad una questione di contratto didattico, a
scuola di solito si risolvono problemi, non si inventano.

Quando I’ intervistatore suggerisce loro di tradurre I’ equazione al linguaggio naturale, di
dotarla di una semantica, le alunne abbandonano la sintassi precedente, in altre parole la
risoluzione, ma inventano un problemain cui considerano come dati le soluzioni trovate
proprio al’inizio. In altre parole, esse realizzano un interscambio del ruoli tra i
coefficienti dell’ equazione e la coppia soluzione. Si presuppone che questo equivoco sia
dovuto ad una certa difficolta per capire il senso dell’ espressione 6x — 3y = 18.

Le alunne s rettificano e finalmente riescono a formulare il testo di un problema
significativo per la relazione data, ma parafrasando una situazione identica al primo
guesito. Cioe, esse non sono grado di dotare I’equazione di una semantica diversa da
guella di “soldi e scommesse’. Non si evidenzia nemmeno il tentativo di cambiare
contesto. Questa osservazione si potrebbe interpretare come la mancanza di una certa
dose di inventiva. Pensiamo, invece, che tratti di un insufficiente dominio o controllo
sui simboli stessi che permetta di garantire loro una vita autonoma all’interno della
situazione problema. Questa difficolta s manifesta perché le aunne hanno
un’inadeguata rappresentazione del rapporto tra semantica e sintassi all’interno del
codice algebrico.

4.4.2 SECONDA COPPIA: VitaeAlessandra

4.4.2.1 Procedimento risolutivo

IAL1, IALG6, 1AL4, IAL7,1ALS8, IAL11

Le alunne affrontano il quesito chiedendo: “Che vuole dire inventare una possibile
situazione problema? Dobbiamo inventare un problema?” (Riga 193). L’intervistatore
spiega la differenza tra le attivita di risolvere un’equazione e quella di inventare un
problema a partire da un’ equazione.

Vita propone di inventare un sistema di due equazioni che abbia come soluzione
I’equazione del problema: 6 x — 3 y = 18. Alessandra ritiene che non e possibile

costruire un sistema simile e motiva la risposta in questo modo: “Non ti puo venire
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guesta (I’ equazione) del problema. Lo sai perché? Non si puo risolvere perché abbiamo
due incognite diverse. Due incognite diverse non si possono mai sommare” (Riga 218).
La discussione diventa animata perché Vita insiste nel formare un sissema, ma non
realizza nessuna proposta concreta. In realta, sembra non capire cosa significhi
“inventare una possibile situazione problema’. Anche Alessandra appare abbastanza
confusa e persiste nell’idea iniziale: “... non possono dare mai un’uguaglianza perché
non si possono sommare (6x e 3y), quindi anche se noi poniamo un problema, non sara
mai un problema, giusto?” (Riga 235).

Poi si manifestano i tentativi di Alessandradi inventare un problemae di Vitadi trovare
una soluzione particolare che verifichi I'equazione. Va avanti |'ultima proposta,
sostituiscono i simboli con numeri e determinano una coppia soluzione. Eloquente € la
frase di Vita per esprimere la necessita di conoscere le soluzioni: “... non ci possamo
aiutare a fare questo problema dando, per esempio, le soluzioni?” (Riga 317).
Finalmente iniziano i tentativi per formulare una situazione problema e qui possiamo

evidenziare alcune fasi importanti:

FAS PROTOCOLLO

1. Laproduzionedi un | “...al mercato ci sono 18 mele che erano gia di prima poi ne ha
testo che consider a prese, tipo Marco ne ha prese 6 e sono rimaste qua. Quante...,
soltanto costanti, cioéi | (poi tipo devi mettere quindi un altro dato, tipo poi li devi mettere
coefficienti eh?). Cé n'erano 3 nell’armadio, quante sono rimaste
dell’equazione complessivamente?” (Riga 308).

2. Il collegamentotrail | “Pero qua abbiamo il triplo e il quadruplo e qua abbiamo 6 e 3,
primo eil secondo 6 meno. Quindi, secondo me, queste cose verranno simile da
quesito svolgere, poi non lo so... Perché c’e 18 e qua c’é 300 la somma

complessiva, Carlo vince, per esempio, il triplo del denaro,
invece, qua | 'incognita x ha 6... La somma complessiva... ”(Riga

342).
3. Lanecessitadi far Alessandra: - E 18 €... Allora, Carlo perde 6 € del denaro
emergerelevariabili  |scommesso, mentre Lucia...(Riga 450).

nel testo del problema |Vita: - Il denaro scommesso e questo X. x ey sono le incognite di
guanto hanno scommesso. Noi abbiamo 3 che sarebbe forse il
triplo, uno ne perdeil triplo, uno nevince...(Riga 450).

Alessandra: - Allora Carlo e Lucia vincono la somma
complessiva di 18 €. Sappiamo che Carlo ne vince 6 € del denaro
scommesso, mentre Lucia ne perdeil triplo... (Riga 453).

Vita: - Non €6 €, perchéil 6 esestuplo ... (Riga 460).
Alessandra: - Ah! Si...(Riga461).

Vita: - ...perché x e y sono le incognite che rappresentano il
denaro scommesso. Il sestuplo, per esempio, ne vince il
sestuplo...(Riga 462).
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4. Interpretazione del Alessandra: - Una sottrazione abbiamo... (Riga 477).

Segno meno Intervistatore: - Si (Riga478).
Vita: - Forse, puo essere che, uno vince e | ’altro perde...(Riga
479).

Vita: - No, per esempio, Carlo ne ha vinto un sesto della somma
che abbia messo e, invece, Lucia forse ne ha perso il
triplo...(Riga 485).

5. Formulazionedi un “Carlo e Lucia vincono al lotto la somma complessiva di 18
testo che considera € In un primo momento vincono 6 € del denaro
soltanto unavariabile | scommesso... In un secondo momento ne perdono 3 €.

Determina le somme di denaro che Carlo e Lucia hanno

giocato. Quante sono le possibili soluzioni?” (Riga 513).

6. Formulazionedi un “Carlo e Lucia vincono al lotto la somma complessiva di 18

testo con duevariabili €. In un primo momento vincono sei volte il denaro
scommesso, poi he perdono 3 volte (del denaro scommesso).
Quante sono le possibili soluzioni?”. (Riga 516).

Queste sei fasi non si succedono in forma progressiva perché le alunne procedono a
tentoni andando avanti e indietro, generando la seguente sequenza temporale: 1, 5, 2, 1,
4,3,4,6,5,6:

SEQUENZA TEMPORALE
1]2[3]4]s5[6][7][8]9]10

mw > T
N

.

Con questo processo risolutivo ambiguo e poco chiaro, Alessandra e Vita riescono

soltanto aformulare una situazione problema identica a quella del primo quesito.

4.4.2.2 Commenti

Dall’analisi di questo protocollo si evince che le alunne manifestano una notevole
difficolta per ragionare sulle variabili. Nella prima parte della risoluzione esse restano
sul piano sintattico, realizzano una manipolazione puramente sintattica della formula
come se fosse un gioco di segni senza senso, in atre parole sembra che le alunne
vedono I’ equazione come una stringadi simboli arbitrari, governate daregole altrettanto
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arbitrarie (Linchevski e Sfard, 1991). Questo si rileva precisamente in alcuni passaggi
della discussione, per esempio:

@ Vita propone di inventare un sistema di due equazioni che abbia come soluzione
I’equazione 6 x — 3y = 18. Questo e possibile soltanto si se costruisce un sistema
equivalente a 6 x — 3y = 18, cioé formato da essa e da un’altra equazione con i
coefficienti di x e y e il termine noto direttamente proporzionali a 3, 6 e 18
rispettivamente Y. Vita non tiene conto di questa esigenza e non realizza nessuna

proposta coerente sul modo di procedere per formare il sistema.

@ Alessandraritiene che tale sistema non si possa costruire e, nel tentativo di motivare
la sua risposta, commette alcuni errori simili a quelli riscontrati da altri autori
nell’ abbondante letteratura sulle difficolta e misconcezioni nell’ apprendimento
dell’ algebra:

Chiede se formare un sistema del tipo (Riga 202):

i6x-3y=0

118=0 e non se ne accorge di questa uguaglianza aritmetica senza senso
(Lee & Wheeler, 1989)®.

Risponde: “Non s possono sommare due incognite (6x e 3y) e quindi non
...possono dare un risultato uguale, un risultato giusto... ” (Riga 239). In questo
caso s evidenzia una certa riluttanza a produrre una soluzione che non sia un
numero, quello che Collis (1974) ha chiamato “difficolta nell’accettare la

mancanza di chiusura”.

La necessita di manipolare sintatticamente la formula, sostituendo anche i simboli con
numeri, evidenzia un importante scollamento trail linguaggio simbolico e la possibilita
di trovare un contesto per dare significato alla formula. Le alunne hanno tentato di
formulare il problema in un contesto di “mele e mercato”. Mettono a punto il testo
tipico di un problema aritmetico, nel quale compaiono unicamente costanti, per poi
riuscire ad inserire solo una variabile. Abbandonano questa strada e riprendono il
contesto del primo problema dopo aver effettuato il collegamento tra il primo e il
secondo quesito.

L’ approssimazione alla formulazione finale avviene in forma graduale, a piccoli passi.
Pensavamo che elaborare un testo nell’ambito di “soldi e scommesse” avrebbe

significato parafrasare il primo problema; le alunne, invece, hanno manifestato la
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necessita di interpretare il segno meno e di far emergere le variabili nel testo, usando
alternativamente una o due.

Secondo Radford (2002b), in determinate occasioni i simboli prodotti dagli alunni (in
guesto caso il segno meno) costituiscono delle scritture semplificate (scripts) che
raccontano alcune parti importanti della storia originale®”. Quindi I'esigenza di fare
I'interpretazione € associata alla possibilita di conferire all’espressione il senso
algebrico corretto e non quello degli scripts. Dall’atra parte, la frase: “ll denaro
SCOMMESSO € questo X. X ey sono le incognite di quanto hanno scommesso” (Riga 451)
rappresenta il punto di collegamento tra I’equazione e il testo del problema, cioe tra la
narrativa simbolica e la storia del problema. Individuati gli oggetti del contesto, bisogna
lavorare sullarelazione esplicitata nell’ equazione.

Il primo testo con due variabili € il seguente: “...hanno vinto complessivamente 18 €,
Carlo, per esempio, ha vinto, per esempio, il sesto (invece di sestuplo) della somma che
aveva messo, invece, Luigi, per esempio, meno 3, per esempio, y dovrebbe essere meno
3, che hanno vinto...” (Riga 512). In questa formulazione si osserva un intreccio tra
linguaggio naturale e linguaggio simbolico, la traduzione non & compl eta perché ancora
manca dotare a 3y di una semantica appropriata alla situazione problema. Allora, le
aunne tornano indietro formulando un testo ambiguo che considera soltanto una
variabile e infine lo correggono adeguatamente per farlo diventare con due variabili.
Daquestaanalisi si evince che Vita e Alessandra manifestano serie difficolta per gestire
e controllare i simboli al’interno di una situazione problema. Per esempio, se il contesto
e “il mercato” e 18 sono mele, x e y potrebbero essere le quantita: di due varieta
differenti o possedute da due persone o contenute in due cassette di dimensioni diverse.
Se, invece, il 18 rappresenta soldi, x e y potrebbero essere i prezzi di due articoli diversi
0 due prezzi (compra e vendita) dello stesso articolo. Le alunne non riescono a cogliere
guesta diversita tra le due variabili nel conteso scelto, le loro formulazioni
rappresentano un girare a vuoto tra enunciati che considerano solo costanti e quelli che
introducono una variabile. Nel testo finale ne compaiono due, ma esso risulta una

riproduzione del primo problema.

4.5 CONCLUSIONI FINALI

Dall’analisi del protocolli del primo problema si ricava che i procedimenti risolutivi si
appoggiano alla lingua naturale e seguono il ritmo del pensiero parlato entro il quale si

sviluppa e si operail controllo semantico della situazione.
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La seconda coppia, da una parte, sfrutta il controllo semantico delle quantita in
relazione a problema per determinare i vincoli all’universo numerico. Dal altra, si
aggroviglia in una discussione ridondante e poco chiara che conduce solo a sviluppare
un procedimento lunghissimo e contorto con un andirivieni di ipotes e contro-ipotesi.
Si manifesta cosi I’ambivalenza della lingua naturale per esprimere certe relazioni tra gli
elementi in gioco.

Il linguaggio simbolico e completamente assente nel primo protocollo. Nel secondo
compare, invece, nella parte finale della risoluzione, ma le alunne lo utilizzano in modo
superficiale, solo per comunicare. Quindi manca il controllo che puo operare la formula
sul flusso del ragionamento verbale.

Nel primo protocollo la concezione di variabile predominante per risolvere il primo
problema €& quella di incognita. Le alunne calcolano alcune soluzioni particolari
mediante la risoluzione di due sistemi lineari. Siccome non conoscono il criterio per
dividere le somme di denaro, concludono che le soluzioni sono infinite. L’ impossibilita
di trovare questo criterio € equivalente all’impossibilita di formare un unico sistema.
Quindi il passaggio dalle singole soluzioni ale infinite soluzioni si produce attraverso i
sistemi di equazioni. In altre parole, per questa coppia le infinite soluzioni costituiscono
un insieme di soluzioni singole che provengono dalla risoluzione di diversi sistemi
lineari che contengono I’ equazione data. Di conseguenza, non si pongono il problema
del vincoli imposti dal contesto in cui I’ epressione é considerata.

Nel secondo protocollo, invece, prevale I’ aspetto relazionale-funzionale della variabile.
Quindi le infinite soluzioni costituiscono un insieme di coppie di valori che si ottengono
variando uno di loro e calcolando I'altro a partire dalla dipendenza lineare tra le
variabili.

Le due coppie affrontano il secondo quesito realizzando una manipolazione puramente
sintattica dell’ equazione per trovare alcune soluzioni. Dallo studio effettuato s evince
che in realta le alunne confondono I'attivita di risolvere un’equazione con quella di
inventare un problema a partire da un’ equazione. Si presuppone che questa difficolta sia
dovuta ad una questione di contratto didattico: di solito a scuola si risolvono problemi,
non s inventano.

La formulazione di un problema a partire da un’ equazione implica fondamentalmente
tre ativita:

@ Scegliere un contesto adeguato per dare significato all’ equazione

@ ldentificare gli oggetti del contesto che rappresentino le variabili
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@ Individuare le proprieta degli oggetti messi in evidenza dalla relazione espressa

nell’ equazione.

Crediamo che il punto critico sia precisamente: “individuare gli elementi del contesto da
associare alle variabili”. Nel secondo protocollo si osserva il tentativo di selezionare un
contesto di “mercato e mele ”, ma le alunne non riescono ad identificare x e y con le
guantita di mele appartenenti a due soggetti-oggetti diversi: siano due
commercianti, due varieta diverse, due cassette differenti, ecc. Cosi mettono a punto il
testo di un classico problema aritmetico con valori numerici specifici (i coefficienti
dell’ equazione); nel tentativo di migliorare la formulazione, riescono solo ad inserire
una variabile e quindi abbandonano questo contesto.

Le due coppie risolvono il quesito producendo un testo simile a quello del primo
problema. Questo significa avere a disposizione il contesto “soldi e scommesse” e gli
elementi “due persone che giocano”. Occorre solo adattare le proprieta degli oggetti alla
nuova relazione espressa dall’equazione. Credevamo che quedta attivita avrebbe
significato parafrasare il testo del primo problema, invece no s e rivelata cosi owvia,
soprattutto nel secondo protocollo. Le alunne hanno avuto bisogno di fare emergere le
variabili nel testo del problema e di interpretare il segno meno; la loro formulazione
finale e il risultato di un’elaborazione graduale e a piccoli passi.

Nei due protocolli si evidenzia chiaramente un importante scollamento tra il linguaggio
simbolico e la possibilita di trovare un contesto diverso da“soldi e scommesse” per dare
significato all’ equazione. Si presuppone che non s tratti della mancanza di una certa
dose di inventiva, ma da un insufficiente controllo sui simboli che si manifesta
nell’impossibilita di associare le variabili a certi elementi del contesto.

Dallo studio realizzato risulta evidente che un’equazione in sé non attiva forme di
pensiero produttivo, non viene assolutamente considerata come modello interpretativo
di un problema o meglio ancoradi unaclasse di problemi.

Per approfondire queste conclusioni sarebbe interessante analizzare la relazione
esistente tra le variabili di un’equazione e gli oggetti del contesto che le rappresentano
da una prospettiva semiotica del discorso. Sarebbe importante studiare come avviene la
costruzione del senso di un’espressione simbolica nello spazio nel quale il dominio
della narrativa simbolica non si € ancora raggiunto completamente e la storia del

problema é appena abbozzata.
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NOTE

(1) In atre parole, s dovrebbe formare un sistema per il quale la matrice dei coefficienti e la
matrice completa abbiano lo stesso rango r, minore del numero delle incognite, per esempio:
16x—3y =18
T12Xx-y=6
Il rangor €1 e il numero delle incognite € 2, quindi la soluzione non € unica. Infatti, il
sistema equival e alla sola seconda equazione,

(2) Lee & Wheedler (1989) hanno osservato che certi studenti lavorando sintatticamente con
espressioni algebriche sono arrivati arisultati senza senso in aritmetica, per esempio, 20 = 4.
La maggior parte degli alunni ha motivato lo sviluppo effettuato mediante una “regola”
(anche inventata) e non ha considerato un problema che queste “regole’ portassero a
risultati aritmetici impossibili.

(3) Radford (2002a) preferisce parlare di narrativa simbolica per indicare la traduzione in
equazione di un problema dato. Secondo |’ autore questo termine permette di segnalare che
S racconta ancora una storia ma in ssmboli matematici.

(4) Radford (2002b) considera che per certi alunni il segno meno, nell’ espressione x — 2, non
sempre indica una sottrazione sull’incognita, a volte rappresenta il segno di una scrittura
semplificata in relazione con la storia originale.
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APPENDICE N° 1: Sintes dell’analisi del protocolli del terzo e quarto
guesito

PRIMA COPPIA: Serena e Graziella

Nel terzo quesito le alunne interpretano le espressioni ax + by + c= 0 ey=mx +
nell’ ambito della geometria analitica, come le equazioni generiche di una retta in forma
implicita ed esplicita, rispettivamente.

I procedimento risolutivo seguito nel quarto problema € il seguente: GAal, GA&4,
GAa7, GAa9.1, GAbcl, GAbc4, GADbc6.

Graziella riconosce subito che la rappresentazione grafica € una retta. Poi le alunne
traducono il problema ad un’equazione di primo grado a due incognite, la rappresentano
mediante unatabelladi valori e tracciano il grafico cartesiano a partire da essa.
Graziella considera che I’equazione ha infinite soluzioni e motiva la sua risposta in
qguesto modo: “...se il grado dell’equazione € inferiore al numero di incognite,
...[’equazione ha infinite soluzioni” (Riga 104). Ci s aspettava una spiegazione
scaturita dal grafico, invece, Graziella formula una corretta motivazione di tipo
algebrico nell’ ambito della geometria analitica

Le alunne non tengono conto del vincoli all’ universo numerico che comporta il senso
contestualizzato dell’ espressione. L’intervistatore interviene chiedendo se la retta si
potrebbe prolungare indefinitamente nel contesto del problema e se x potrebbe assumere
valori negativi. Rispondendo a queste domande Graziella considera soltanto il vincolo
inferiore, cioe x 3 0.

SECONDA COPPIA: Vita e Alessandra

Le alunne interpretano I’espressione ax + by + ¢ = 0 come un’equazione di primo
grado a due incognite e I’espressione y = mx + q come |’equazione di un fascio
proprio di rette.

Il procedimento risolutivo seguito nel quarto problema e il seguente: GAal, GAa2,
GAa&b, GAa9, GAa9.1, GAa9.2, GAbcl, GAbc4, GAbc6.

In questo lunghissimo procedimento le alunne utilizzano prevalentemente la lingua
naturale, arricchita dal linguaggio aritmetico. Non effettuano la traduzione del problema
ad un’ equazione di primo grado a due incognite, iniziano direttamente con il disegno
degli assi cartesiani e larappresentazione del punti (1, 7) e (2, 14). 1l secondo punto non
appartiene allarettay = 2x + 5 maalarettay = 7x: “Per un’ora paghi 7 €, per due ore
ne paghi 14, no?” (Riga 615). S presuppone che questo errore sia dovuto ala
procedura applicata che segue il ritmo del pensiero parlato e manca di riscontro con
I’ equazione del problema.

Poi Vita e Alessandra si correggono e rappresentano nel piano cartesiano larettay = 2x,
cioe la somma pagata per le ore mensili di telefonate realizzate, escludendo il canone
fisso. Discutono animatamente per calcolare la spesa che si potrebbe fare in un mese,
poi determinano quella massima in un mese composto di 30 giorni, telefonando 24 ore
su 24. A questa somma aggiungono i 5 € di canone. In questo modo calcolano
correttamente i valori mensili massimi di x ey. Per i valori minimi, invece, considerano
la cifra pagata per un’ ora di telefonate, non indicano quelli mensili.
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APPENDICE N° 2: PROTOCOLLO DI SERENA E GRAZIELLA
PRIMO QUESITO

1

© N

10.
11.

Grazidla: - E... alora, innanzi tutto ci sono due persone Carlo e Lucia che vincono una
somma complessiva di 300 €, e sappiamo che uno dei due, Carlo, vince il triplo del denaro
scommesso mentre Luciail quadruplo, e siccome...

Serena: - Seloro vincono 300 €...

Grazidlla: - Allora se loro s dividono..., se Carlo ha vinto il triplo di quello che ha
scommesso, quindi i 3/4, invece Lucia i 4/4, possiamo dividere 300 € in 7 parti, cioé la
divisioneviene 4,8.

Serena: - N0 42,8

Grazidla: - 42,8; se pero loro avessero diviso la somma di 300 € con un criterio stabilito,
tipo per esempio...

Serena: - Stavo pensando se loro avessero giocato la stessa somma di denaro, oppure
avevano giocato una somma di denaro diversa, perché uno ha vinto il triplo, I’atro il
guadruplo, quindi non sapendo in che modo hanno diviso la somma Carlo e Lucia, non
possiamo stabilire...

Sperimentatore: - Se erano uguali, per esempio, le vincite cosa succedeva?

Grazidla: - Sead esempio Carlo vinceva 150 €, e anche Lucia 150 €, voleva dire che Carlo
aveva giocato 50 €..., invece Lucia aveva giocato di meno. Quindi ... non dipende da
quante parti vincono oppure dala somma che hanno giocato complessiva, cioé non
sappiamo in che modo loro abbiano diviso il denaro, oppure quale cifra hanno giocato. ..
Serena: - E' la stessa cosa, |0 stesso ragionamento di prima. ..

Sperimentatore: - E' alora ache conclusione sigte arrivate...

Graziella: - Che non sapendo in che modo dividono la somma e in che maniera hanno
giocato, cioé se hanno giocato la stessa parte di denaro non possiamo stabilire quant’ e
guesto denaro che hanno giocato. Quindi le soluzioni possibili sono infinite.

SECONDO QUESITO

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22
23.

24,
25,
26.
27.

28.
29.

30.
31.

Grazidlla: - Allora nel secondo problema dobbiamo inventare un problema, alla cui
soluzione si possa arrivare tramite un’uguaglianza; I’ uguaglianza 6x — 3y = 18. Allora...
questo problema...

Serena: - Questo e un problema qualunque? Che genere di problema deve essere?
Sperimentatore: - Voi siete abituate che vi danno il problema...

Serena: - Infatti...

Sperimentatore: - ...eloiniziate arisolvere, qui il gioco édiverso.

Serena: - Ciog, la soluzione dobbiamo cercare...

Sperimentatore: - Qui doveteinventareil problema.

Grazidla: - Ciog, un problema..., un quesito normale?

Sperimentatore: - Si, un problema. ..

Grazidla: - Allora, quindi..., fa18..., mi viene comeI'istinto di cercare dei numeri...
Serena: - Infatti noi abbiamo al posto di..., che danno un’uguaglianza vera

Grazidla: - Quindi... questo fa 18, quindi faccio come risultato un’uguaglianza vera,
quindi 6 per, 6 per 3...

Serena: - 18, dlay —» 0

Grazidla: - Allax—, 3edlay—3 0...

Sperimentatore: - Che cosa avete scritto?

Graziella: - Cioé, abbiamo trovato dei humeri che facevano I'uguaglianza vera..., quindi
possiamo anche costruire tipo un problema su questi due numeri in modo per arrivare ala...
Sperimentatore: - Allorami dite cosa ne pensate?

Graziella: - Allora un problema, vabbé pud darsi che... non ci siano altre soluzioni quindi,
guesto non centra niente..., e allora se mettiamo caso, per esempio dobbiamo..., facciamo
un problemain cui s danno due numeri e s devono trovare altri due numeri. ..

Serena: - Unacoppiadi valori che deva soddisfare...

Grazidla: - Si una coppiadi valori che...
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32.
33.
. Serena: - Due numeri...
35.

36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.

43.

46.
47.
48.
49,

50.
51.
52.
53.
. Graziella: - No, € uscito..., no... non e quella che dice il problema. Dobbiamo mettere

55.
56.

57.

58.
59.
60.

61.
62.
63.
. Sperimentatore: - Non confondere, non ha soluzione o ne ha tante soluzioni?
65.

66.
67.

Serena: - Per0 eralasomma...
Grazidlla: - Trovare una coppia di valori che...

Graziella: - Bisogna cercare una coppia di valori di cui il primo moltiplicato per il primo
numero dato deve essere sottratto al secondo...Bisogna trovare una coppia di numeri, per
esempio il 6 e il 3, ora questa coppia di numeri il primo deve essere moltiplicato per il
primo, il secondo per il secondo..., eal primo sottrarre il secondo...

Serena: - Madeve essere...

Sperimentatore: - Forzal Senza paural Che dice qua?

Serena: - Sicuramente queste cose |e abbiamo fatte e le sappiamo fare, ma adesso... non
riusciamo aricordare... quindi

Graziella: - Trovarela soluzione di un problema, ma che significatrovareil problema?
Sperimentatore: - Di solito a scuola s risolvono problemi, non si inventano problemi.
Graziella: - Allora... laquestione...

Sperimentatore: - Perché voi siete abituate a tradurre dal linguaggio naturale al linguaggio
algebrico, a scrivere I'equazione..., qui vi s chiede la traduzione a contrario, dal
linguaggio algebrico al linguaggio naturale... enon éfacile questo...

Grazidla: - Quindi ci sono due persone... con le caramelle... Allora ci sono due persone
che...

. Serena: - Vabbé come si fosse una...per esempio... bastava...
45.

Grazidlla: - Ci sono due persone che vincono a lotto una cifra, che vincono a lotto una
determinata cifra, la sottrazione tra queste due cifre e 18, la prima ha vinto tre volte, tre
volte quello che ha scommesso e la seconda ha vinto zero volte quello che ha scommesso. ..
Serena: - Masempre complicato é...

Graziella: - Trovare quanto ogni persona ha giocato.

Serena: - Quindi é lontano dalla soluzione...

Grazidla: - Quindi se due persone giocano una cifra, questo qua e uguale a 18. Ecco, la
prima persona ha vinto il triplo di quanto ha scommesso, quindi 3 per x, I’altra havinto zero
volte di quanto ha scommesso e viene 3 per un numero, quello che ha scommesso e viene 3
per 6 €18 meno O per quello che ha scommesso €0

Serena: - Madeve essere 18

Graziella: - Mi sembra che dobbiamo fare all’ incontrario, mettere questi due numeri...
Sperimentatore: - Questa equazione e quella che figura nel problema?

Serena: - No

questi numeri, infatti... e abbiamo messo gli altri...

Serena: - Secondo me, deve essere diversa questa cosa. ..

Grazidlla: - Allora due persone giocano una somma di denaro ciascuno. A (nome della
persona): vince sel volte di quello che ha scommesso, I altra persona vince tre volte quello
che ha scommesso eladifferenza... la differenza della loro vincita € uguale a 18. Quindi...
Serena: - Questo € uguale a quelo che ci ha fatto fare... che abbiamo trovato la
soluzione...

Grazidla: - Pero quala sommadi denaro scommessa e diversa. Melo dice che...
Sperimentatore: - Allora...

Grazidlla: - Ci sono due persone che giocano queste due somme di denaro diverse. La
prima vince sei volte di quello che ha scommesso, la seconda vince tre volte di quello che
ha scommesso, la differenza ...

Serena: - ... tralevincite...

Graziella: - tralevincite € uguale a 18. Trovare quanto hanno scommesso.

Serena: - Pero € un problema che non ha soluzione...

Serena: - Ne ha tante soluzioni..., ha tante soluzioni, perd in questo no ci ha chiesto di
trovarele soluzioni...

Sperimentatore: - No, cosa chiede di trovare?

Grazidla: - Trovare le somme di denaro che hanno scommesso.
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TERZO QUESITO

68.

69.
70.

71.
72.
73.
74.
75.
76.

77.
78.

79.
80.

81.

Sperimentatore: - Nel terzo quesito avete due equazioni, dovete dire la prima idea che vi
viene in mente, quando vedete le equazioni... Per esempio, a me sembra che rappresenta
questo, forse pud essere anche altro..., ma qual € la prima cosa che vi viene in mente?
Serena: - Allora con la seconda ...

Grazidlla: - La prima, a me viene in mente I'equazione della prima... Deve essere
I"equazione di unaretta...

Serena: - Si

Sperimentatore: - Allora, scrivete...

Serena: - Allora... perd cony viene |’ equazione di unaretta...

Grazidlla: - Questo éun fascio, un fascio proprio... (per la seconda equazione).

Serena: - E' unfascio proprio nelle due...

Grazidlla: - Sembra un fascio... con un solo parametro... Equazione dedlla retta, perd in
forma generica, questa dovrebbe essere... Non quella, in forma generica (per la prima
equazione).

Anche questa ... Solo che noi di solito il coefficientelo chiamiamo n

Serena: - Si, S.

Sperimentatore: - Va benen o g e la stessa cosa. Voi scrivetey = m x + n, dipenda dal
libro di testo, inacuni libri si trovamx + q, in atri, invece, mx + n.

Grazidlla: - Equazione di unaretta in forma generica

Serena: - Equazione generica di una retta in forma implicita. Equazione generica di una
retta in forma esplicita.

Grazidlla: - Equazione generica di unaretta in forma implicita. Equazione generica di una
retta in forma esplicita (ripete mentre scrive le risposte).

QUARTO QUESITO

82. Graziella: - Una persona paga mensilmente 5 € e 2 € per ogni ora di telefonate, quindi 5 €
il costo fisso, il minimo ...

83. Serena: - ... piu2€...

84. Graziella: - 2 € per ogni ora di telefonata, che sarebbe X, il humero di ore mensili di

85.
86.
87.
88.

89.
90.
91.
92.
93.

94,
95.

96.
97.

98.

99.

telefonate effettuate.

Serena: - Alloraxe...y ...

Grazidlla: - Viene unaretta

Serena: - x €il numero di ore mensili quindi x éuguaea...

Grazidla: - y & la somma complessiva e x € uguale alle ore di telefonate. Lay che € la
somma complessiva e uguale a5 €, che sarebbe il costo fisso in un mese, piu 2 € per le ore
di telefonate. Quindi 2, 2 € per leore di telefonate, per x (mentre scrive | ‘equazione).
Serena: - Deve esserex...

Graziella: - Laci samo

Sperimentatore: - Allora, non sei convinta?

Serena: - Allora pagare mensilmente 5 €, la somma complessiva pagata mensilmente é
quindi 5€ ...

Graziella: - No. Deve pagare 5 € mensile, che sarebbe il canone dd teefono, piu 2 € per
ogni telefonata, 2 € per ogni ora di telefonate. ..

Serena: - Ah! Si.

Grazidlla: - Quindi ora dobbiamo disegnarla...Quindi il termine noto &5, dobbiamo trovare
due punti, almeno un punto, quindi sex €2 piu 5 uguale a 9 (effettuano il grafico).

Serena: - Dobbiamo scrivere qualche altro punto..., x=0ey =5.

Grazidla: - y ela somma complessiva pagata mensilmente, x € il numero di ore mensili di
telefonate eff ettuate.

Sperimentatore: - Perché questa parte del grafico la avete fatta tratteggiata? Quindi va o
non va?

Grazidla: - Perché continua al’infinito quindi, s pud prolungare dall’ atra parte...
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100.

101.
102.
108.
104.

105.

106.

107.
108.

1009.
110.
111

112.
113.
114.

115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.

Grazidla: - Mal’ equazione, dobbiamo trovare il numero di telefonate, di ore telefonate e
la somma complessiva. Ma le equazioni di primo grado con due incognite non si possono
risolvere, quindi...

Sperimentatore: - Che significa che non s possono risolvere?

Graziella: - Non si possono risolvere nel senso che ci sono infinite soluzioni.
Sperimentatore: - Perché?

Grazidla: - In poche parole seil grado dell’ equazione € inferiore a numero di incognite,
non s possono risolvere... Al numero delle incognite I’ equazione ha infinite soluzioni
(ripete mentre sta scrivendo).

Sperimentatore: - Voi avete detto che la retta s pud prolungare indefinitamente, nel
contesto di questo problema si puo prolungare indefinitamente?

Grazidla: - Néd contesto? Credo di si, perché dipende da quante ore loro, da quante ore di
telefonate... se haavuto un’ ora di telefonate, dlora laretta... deve essere...
Sperimentatore: - Che cosa rappresentano gli assi?

Grazidla: - x e le ore di telefonate, y € la somma complessiva, quindi a man mano che
aumentalax, il valore che diamo alla x, aumentera anche il valore che diamo allay quindi,
il punto trovato sarapiuin alto...

Sperimentatore: - E dall’ altra parte?

Graziella: - A differenzadi... diminuendo le ore di telefonate diminuiraancheil...
Sperimentatore: - Posso prolungare anche da questa parte? (segnalando il secondo
guadrante, per i valori negativi di X)

Grazidlla: - Dipende sele ore di telefonate sono zero. ..

Sperimentatore: - Se sono zero mi trovo qua [segnala il punto (0,5)]

Grazidla: - Quindi sarail punto (0, 5). Daqui se utilizzano numeri negativi, quindi... non
S possono avere ore di telefonate negative. ..

Sperimentatore: - Per questo ho formulato la domanda.

Grazidla: - Eh...

Sperimentatore: - Da dove parte questa grafico?

Grazidla: - Allora da questo punto...

Sperimentatore: - ... chenon é unaretta...

Grazidlla: - Una semireita

Sperimentatore: - Parte da questo punto...

Grazidla: - Quindi dobbiamo cancellare questo che abbiamo fatto in piu...
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APPENDICE N° 3: PROTOCOLLO DI VITA E ALESSANDRA
PRIMO QUESITO

1

2.
3.

©o N

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.

22

23.

24,

25,

26.

27.
28.

29.

Alessandra: - Somma totale, somma complessiva 300 €. Sappiamo che Carlo vinceil triplo
del denaro scommesso, quindi la somma scommessa totale ...

Vita: - Pero quello che hanno scommesso, non sappiamo quant’ e ...

Alessandra: - Ah... vincono al lotto la somma complessiva di 300 €. Carlo vince il triplo
del denaro.

Vita: - No, ¢’eil quadruplo...

Alessandra: - Allora Carlo e Lucia vincono al lotto la somma complessiva di 300 €. Carlo
vinceil triplo del denaro, quindi Carloil triplo.

Vita: - Carlo e Lucia hanno vinto 300 € ...

Alessandra: - Si, sommatotal e infatti, quella che hanno vinto, sono 300 € ...

Vita: - Il triplo del denaro, pero noi dobbiamo sapere quanto hanno scommesso, quanto...,
perché... quanto hanno scommesso?

Alessandra: - Determina la somma di denaro che Carlo e Lucia hanno giocato. Commenta
il procedimento seguito. Quanto sono le possibili soluzioni? Motiva la tua risposta (legge il
testo).

Vita: - Ah... forse vedro perché... Carlovinceil triplo di quello scommesso.

Alessandra: - Appunto dobbiamo vedere quanto hanno scommesso. Quadruplo di... Sela
somma totale & di 300, giusto?

Vita: - Dobbiamo levareil triplo per sapere... cheCarlo ...

Alessandra: - Ma come facciamo... dobbiamo vedere... Allora mettiamo, mettiamo, no?
che se Carlo ha scommesso, mettiamo tipo, non € un dato, che Carlo ammesso che tipo ha
scommesso... 10 € ene havinto il triplo...

Vita: - Manon lo sappiamo...

Alessandra: - Perché di questo, giusto? Perché di questo qui... Ma dobbiamo sapere quanto
hanno giocato alla...

Vita: - Si

Alessandra: - E siccome dobbiamo arrivare ala... a questo che é la somma totale e di
questo dobbiamo dividerla una per quello che la scommessa di Carlo...., perd dobbiamo
vedere quanto hanno scommesso ... Quindi la somma di questi due deve arrivare a 300 €.
Vita: - Si

Alessandra: - Pero dobbiamo vedere che questo con la somma che ha scommesso ne ha
fattoil triplo, quindi ne havinto il triplo... E' compreso con questo perché la somma totale
e questa, giusto?

Vita: - Si

Alessandra: - E' compresa con questo quello che ha scommesso, quello che ha vinto il
triplo, mentre quella ha vinto il quadruplo... Quindi, s ammettiamo, no? E per questo si
devono dareprimai dati...

Vita: - Non ci sono i dati delle scommesse ... Dobbiamo dare una ... Sono 300 €, giusto?
Forse... seCarlovinceil ...triplo e la somma complessiva di quello che hanno vinto & 300
e Luciavinceil quadruplo e dobbiamo dividere e dobbiamo dividere, no? 300 comeil triplo
di ... vinceil triplo di una scommessa. ..

Alessandra: - Si ma s deve vedere quanto e il triplo, infatti quello che hanno scommesso
... quello che dobbiamo dare..., dobbiamo dare intanto... una... tipo...

Vita: - Si ma non sappiamo quanto vincono, supponiamo che vincono 300 € in tutto loro, e
non sappiamo quanto hanno scommesso sia Carlo che Lucia pero sappiamo che Carlo vince
il triplo.

Alessandra: - No, non sappiamo quanto hanno scommesso.

Vita: - Lo sappiamo, Carlo vinceil triplo del denaro scommesso... e selui vince il triplo e
lasomma é300 ...

Alessandra: - E quello vinceil quadruplo...

Vita: - ...il quadruplo di quello che ha scommesso..., tipo quello che ...ha scommesso
Carlo deve essere per forza 300 €, per forza ... lasomma complessiva

Alessandr a: - Infatti, la sommatotale € di 300 €,

139



30.

31.
32.
33.

38.
39.
40.

41.
42.
43.

45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
. Vita: - Questo eil triplo eforsel’ho capito... e questo dovrebbe essere il quadruplo... qua

55.
56.
57.
58.
59.

60.

61.
62.

63.

Vita: - Mettiamo se Carlo scommette 50 € , Carlo, per esempio, Lucia, per esempio,
scommette 100 €, 200 €...

Alessandra: - Tipo scommette 10 € il triplo, il triplo sono...

Vita: - 30 €, quindi... e Carlo mettiamo ha scommesso. ..

Alessandra: - Perché poi alla fine dobbiamo essere noi a dare delle soluzioni, perché non ci
le dd Quindi qua dice quante sono le possibili soluzioni... deve essere, perd ci possono
essere infinite soluzioni, infinite relativamente perd ai numeri fino a quando possiamo
arrivare, qua dice il quadruplo qua dice il triplo... Quindi se mettiamo... Se Carlo ha
scommesso 10 €, giusto? Scommessa Carlo ...

. Vita: - Mamettiamo 50 €.
35.
36.
37.

Alessandra: - No poi etroppo... non so quanto eil quadruplo.

Vita: - Si vabene, non s sa quanto € veramente...

Alessandra: - Se e 30 €, il triplo... dovrebbe vincere 90. In totale... avrebbe dovuto
vincere... ipotes...

Vita: - Allora... se€30... il triplo deve vincere 90

Alessandra: - See30... il triplo deve vincere 0 e se...

Vita: - Stai parlando sempre del quadruplo, la somma totale deve essere di 90 deve arrivare
a 300,

Alessandra: - Quindi da 90 per arrivare a 300, giusto? Ci sono 210...
Vita: - Si
Alessandra: - ... quindi per vincere 210 Lucia ..., giusto?
. Vita: - Si
Alessandra: - ... pervincere210 € ...
Vita: - Lucia éil quadruplo di quello... pero e diviso 4, no?

Alessandra: - Non so...

Vita: - Vediamo se vengono pitl 0 meno giusto i numeri?
Alessandra: - Aspetta...

Vita: - Sevince 210 che éla sommatotale...
Alessandra: - Quindi e questo deve essereil quadruplo...
Vita: - Diviso 4

Alessandra: - Contiene la somma scommessa.

' ela somma scommessa e poi ¢i sono 210 diviso 4.

Alessandra: - Si, ma non sappiamo se e veramente 30 €.

Vita: - Lo abbiamo visto come ipotesi

Alessandra: - E quadice le possibili soluzioni

Vita: - Quante sono le possibili soluzioni?

Alessandra: - Per0 pud essere... possono essere tante in base a quanto possano
scommettere ...

Vita: - Si... aspetta..., non & cosi, C'é... le soluzioni possono essere... POSsONO essere
appunto, ma cosi tante soluzioni vengono...

Alessandra: - Eh?

Vita: - ...cosl tante soluzioni vengono... se per esempio questa signora fa il triplo... tante
soluzioni vengono, invece qua dice quante sono le possibili soluzioni?

Alessandra: - Si, infatti, ti voglio dire, noi dobbiamo calcolare quante sono le possibili
soluzioni, perché le somme di denaro che Lucia e Carlo hanno scommesso sono relative.
Perché si quello vince il triplo e quello vince il quadruplo, perd tipo non & che possiamo
sapere quanto hanno scommesso, noi abbiamo fatto I'ipotesi che scommettano..., invece
abbiamo il triplo, il quadruplo pero mi sembra che su questo..., per me c'e un limite, ci
sono delle soluzioni che vanno... Mi sembra che non vanno pero...

. Vita: - No secondo me, se ci sono tante soluzioni alafine...
. Alessandra: - Questo e anche impossibile tipo... non impossibile, cioé inutile, perché si

dice quante possono essere le possibili soluzioni, noi invece i valori che possiamo dare...,
giusto? tipo una scommessa sa Carlo che Lucia possono quindi vincere il triplo;
supponiamo che diamo 20 - 40 tipo vince il triplo 40 — 60 - 80 e sono 80 e se quello perd
per arrivare a 300, deve mettere sempre di meno, giusto?
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Vita: - Certo...

Alessandra: - Quindi e sempre relativo le somme che noi mettiamo, secondo me, sono le
possibili soluzioni possono andare tipo, tipo qua ci sono 300, tipo vanno datot a tot, queste
possibili soluzioni..., ma dobbiamo vedere...

Vita: - Intanto qua dobbiamo vedere quant’ € la somma scommessa?

Alessandra: - Secondo me, non ha senso, perché si qua dice determina le somme... perché,
infatti, questo non e qualche numero che dobbiamo mettere...

Vita: - Comungue...

Alessandra: - Allora dobbiamo vedere quante possono essere quindi queste soluzioni, da
guando possano andare...

Vita: - Si

Alessandra: - ...possono esserci, possono esserci 300 soluzioni possibili, puo essere 150?
Perché per...

Sperimentatore: - Che cosa ne pensate?

Vita: - Stiamo facendo qua... Come vengono ... questo, poi dobbiamo vedere...
Alessandra: - Scriviamo dal piu basso al piu alto...

Vita: - Invece...

Alessandra: - Dal piu piccolo a piu grande...

Vita: - Perché non sai come sono...

Alessandra: - Ma possiamo scommettere qualsias somma?

Vita: - Per questo & impossibile...

Alessandra: - L’importante &€ che non superi questo qua, capisci quello che ti voglio dire
i0?

Vita: - Carlo vinceil triplo del denaro scommesso, forse il denaro scommesso sara uguale,
guello che loro hanno scommesso. ..

. Alessandra: - Eh, puo essere...

Vita: - Sapendo che Carlo vinceil triplo del denaro scommesso. ..

Alessandra: - Mac'eil quadruplo e si sta parlando di scommesse per questo significa che
non puo essere un NUMero negativo.

Vita: - E se noi facciamo per esempio il triplo sempre di 10 €, sarebbe 30 e... invece e
sempre 10 € sarebbe poi 40, il quadruplo che sarebbe 40, la somma dovrebbe venire poi 70,
noi possiamo fare se la somma deve venire per esempio 300, noi possiamo fare...
Alessandra: - Come?

Vita: - Per esempio, del denaro scommesso € uguale sia per Carlo, mettiamo per esempio
che é uguale sia per Carlo sia per Lucia, mettiamo per esempio 10 € in questo caso, se € 10
€ pea Carlo, il triplo € 30 €, per Lucia 40 e poi vincono a lotto la somma complessiva,
quella somma deve essere per esempio, questo viene 70, quindi & sbagliato, invece deve
mettere il denaro scommesso deve essere uguale e che poi con la somma deve fare 300
Alessandra: - Puo essere...

Vita: - Se per esempio noi mettiamo 30 €, deve venire 90, giusto?

Alessandra: - Si ...

Vita: - 30 €l quadruplo, 90 e 30, 120, 120 + 90

Alessandra: - Fanno 230

Vita: - No, 210, 210. Quindi non ci siamo. Per esempio, 40,

Alessandra: - 40l triplo...

Vita: - 120, 40 il quadruplo, 120 + 40, fa 160, 160 + 120 fa

Alessandra: - 280

Vita: - 280 e ancora non ci siamo...

Alessandra: - No ¢i vuole poi tanto...

Vita: - Mettiamo per esempio 42, sefacciamo..., per esempio 42

Alessandra: - ...il triplo sarebbe..., 42 e 42 fanno...

Vita: - 84 piu 42 fanno 126, 126

Alessandra: - il quadruplo...

Vita: - 126 + 42 fanno 168, giusto? 168 + 126,

Alessandra: - No, non & 300

Vita: - 126 + 168 & 294.
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Alessandra: - No, non ci siamo

Vita: - 43, hai capito comerisalire?

Alessandra: - Si, s

Vita: - Quindi, con 43...

Alessandra: - Anche cosi ci possono essere infinite soluzioni?

Vita: - No, dipende da quello che ha scommesso, ma cosi ti viene quanto hanno
SCOMMESSO. . .

Alessandra: - Ma se hanno scommesso la stessa somma, non € che sappiamo se hanno
SCOMMESSO |a stessa somma. ...

Vita: - Secondo me, si, ma bisogna dirlo, che hanno scommesso la stessa somma. ..
Alessandra: - Tu provaafarlo...

Vita: - Non viene, viene 302. |l procedimento, come puo essere? Non lo so

Alessandra: - Come possono essere...?

Vita: - Carlo e Lucia scommettono la stessa somma?

Sperimentatore: - Il praoblema lo specifica?

Alessandra: - No, appunto quello che dico io per questo..., noi possiamo supporre..., tutto
€ Una supposizione, un’ipotesi, non € un dato certo...

Sperimentatore: - Si un’ipotesi, come VoI avete supposto per esempio che...

Vita: - Avevamo scritto 30 €.

Alessandra: - Quindi, secondo me, no? Essendo che si deve arrivare ad un tot di 300 €, si
devono calcolare da tanto a tanto per un massimo, per un totale, ossia che non si pud
superarequella..., giusto?

Sperimentatore: - Si

Alessandra: - E dobbiamo vedere quante sono le soluzioni, perché se noi dobbiamo
determinare le somme di denaro che hanno scommesso, possono essere tante le somme di
denaro che hanno scommesso per arrivare alla somma di 300 €.

Sperimentatore: - Si

Alessandra: - Pero, noi dobbiamo vedere quante sono le possibili soluzioni, cioé quante
possono essere le soluzioni per arrivare. ..

Sperimentatore: - Fino a quello che voi sete arrivate qua, voi avete detto “questo
problema & impossibile’, attenzione che cosa significa che questo problema sia
impossibile?

Vita: - Che non s pud avere nessuna soluzione.

Sperimentatore: - In tutta la discussione, a quale conclusione siete arrivate, quante
soluzioni s possono trovare?

. Vita: - Ci possono essere fino ad arrivare ad un totale di 300 €.

Alessandra: - Quindi, sono 300 soluzioni.

Vita: - No

Alessandra: - 300 perché poi...

Sperimentatore: - Perché poi?

Alessandra: - Pud anche..., per0 qua dice che ha scommesso..., pud non avere
SCOMmMeSso hiente e avere vinto il quadruplo e non avere sCommesso niente.

Vita: - Non havinto nulla.

Sperimentatore: - Si, si potrebbe pensare questo. Voi volete vedere da dove a dove s
va... La cosa importante di questo problema & determinare quante soluzioni esistono.
Secondo voi, S pud determinare un numero preciso di soluzioni?

Vita: - No, non so...

Alessandra: - Dipende..., pero essendo che..., possono essere anchetipo...

Vita: - Soluzioni ... il doppio della somma scommessa perché puo tipo ...

Alessandra: - Si sono 300 €, giusto? ed € il totale devono partire..., partono sicuro da 0
perché possono anche aver scommesso 0

Sperimentatore: - Si

Alessandra: - Possono arrivare. ..

Vita: - Secondo me, va da 0 a 150 perché s I’atro pud scommettere massimo 150, cioé
per non avere quindi...

Alessandra: - No
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Vita: - ... chepoi...

Alessandra: - ... chepoi... ancheil doppio..., pud hon avere SCOmmesso Cosl...
Sperimentatore: - Allora facciamo il riassunto di tutto il problema..., che cosa dovresti
scrivere?

Alessandra: - Che non sappiamo intanto quanto possono avere scommesso, quindi noi
abbiamo..., dobbiamo essere noi ad imporre un dato.

Sperimentatore: - Allora scrivete questo.

Vita: - Sima..

Sperimentatore: - ...se siete d accordo. Non sei d accordo Vita?

Alessandra: - Scriviamo...

Vita: - Secondo me, si puo vedere quanto hanno scommesso tutti e due, pero... non so...
Sperimentatore: - Perd dando qualche condizione, secondo te...

Vita: - S delleipotesi sempre...

Alessandra: - Maequellochedicoio

Vita: - Per0 tu dici che non possamo vedere le possibili..., le somme..., le possibili
soluzioni...

Alessandra: - Si perché non viene detto di valutare tutte le possibilita, ma possono essere
tante, qua no poi ala fine determinale somme...

Vita: - Si, ma

Alessandra: - ...noi possiamo imporre la somma che hanno scommesso e quindi, pud
essere, puo variare, € una cosa che varia... in base a quanto hanno scommesso perché non
abbiamo dati certi. Pero le soluzioni per quanto possono essere, S possono sapere pero...,
cioé io penso..., pero..., Cioe...

Vita: - Non sono dati certi..., perché s possono...

Alessandra: - No, perché da un massimo di 300, proprio € il massimo, a 300 si pud
arrivare...

Vita: - Si, per quello tipo... vaa scommettere 300 € e quello mettiamo scommette, giusto?
Il quadruplo poi gia la somma viene sorpassata e quindi deve arrivare ad un massimo per
quella...

Alessandra: - Allora..., aspetta..., secondo me e cosi, alorail triplo di 300..., cioé devo
fare, 300 diviso 3...

Vita: - Si

Alessandra: - Perché quello pud avere scommesso un numero che possa arrivare a 300, e
che Lucia non ha scommesso niente, in questo caso, anche si ha vinto il quadruplo,
mettiamo gquesta come possibileipotesi, quindi diviso 3 eviene...

Vita: - 10

Alessandra: - Che stiamo facendo? Giusto 10

Sperimentatore: - Quant’e 300 diviso 3? 100, no?

Vita: - Appunto

Alessandra: - E' giusto, quindi il triplo...

Vita: - Non échela..., il triplo non fa piu di 100

Alessandra: - Quello che hail triplo deve avere scommesso 100, giusto?

Vita: - Si

Alessandra: - Perché...

Vita: - ...invece, il quadruplo édiviso 3

Alessandra: - ...diviso 4...

Vita: -...diviso 4...

Alessandra: - 100 triplo... Facciamo per il quadruplo, 300, il 4 non spunta... Allora...
(Fanno 300 : 4).

Sperimentatore: - 75, dai

Alessandra: - Allora... giusto?

Vita: - E' impossibile.

Alessandra: - No, non ho capito...

Vita: - Le soluzioni sono queste, 175, possono essere, perché poi alla fine si somma,
quanto...

Alessandra: - No, hon si puo passare avanti. ..
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Vita: - Se vediamo...

Sperimentatore: - Allora, una cosa importante, s puo determinare un numero preciso di
soluzioni in questo problema? Si 0 no? Posso dire che le soluzioni sono 20, 30, 100 o che
sono tantissime?

Vita: - Tantissme

Alessandr a: - Sono variabili
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Alessandra: - Che vuole dire inventare una possibile situazione problema? Dobbiamo
inventare un problema?

Sperimentatore: - Dovete inventare un problema. Al contrario di quello che si fa
abitualmente, invece di avere un problema e risolverlo, € a contrario, data un’ equazione,
inventate un problema.

Alessandra: - E appunto...

Vita: - E’ un problema, per esempio Carlo e..., oppure per esempio € un’ eguaglianza?
Sperimentatore: - Come volete voi.

Alessandra: - Tipo... puo essere per esempio...

Vita: - Se noi facciamo, per esempio, un sistema di due equazioni, ci viene questo? ci puo
venire questo?

Alessandra: - Come?

Vita: - Sai quando facciamo un sistema, un sistema di due equazioni...

Alessandra: - Si, tipo6x—3y=0e18 = 0, questo dici tu?

Vita: - No, per esempio deve risultare questo, per esempio devono essere due equazioni
che poi allafine deverisultare questo...

Alessandra: - Quest’ uguaglianza?

Vita: - Quest’uguaglianza

Alessandra: - Se per esempio noi consideriamo che devono venire due incognite... o che
restano altre incognite...

Vita: - Si... Noi dobbiamo inventare un problema..., tipo di...

Alessandra: - Pero comesi fadi essere 6 x— 3y = 18, perché x ey, essendo due variabili,
e sono diverse non S pOSsoNo sommare. ..

Sperimentatore: - No

Alessandra: - E quindi non e possibile che si possa, giusto? Essendo due variabili, che
sono diverse x ey, X e y hon S possono sommare, e quindi non possiamo dare mai il
risultato..., caso mai s potrebbero dare..., se ammettiamo tipo, se facciamo 6 — 3 viene
3xy

Vita: - Non puod essere x ey non si possono mai sommare

Sperimentatore: - No. E’ giusto quello che dici.

Alessandra: - E quindi non puo essere, non puo essere... Non si puo risolvere, giusto?
Sperimentatore: - Tu vuoi risolvere |’ equazione?

Vita: - Per esempio, se noi troviamo due equazioni, se per esempio troviamo due
equazioni, le mettiamo in un sistema, giusto?

Alessandra: - Si, ma...

Vita: - Per esempio, mettere..., per esempio, ...

Alessandra: - Non ti puo venire questa del problema. Lo sai perché? Non si puo risolvere
perché abbiamo due incognite diverse, due incognite diverse non s possono mai sommare.
Vita: - Loso

Alessandra: - Non s pud quindi svolgere, non si pud svolgere questo, noi dobbiamo fare
un nuovo problema.

Vita: - Quando ci sono due incognite, perché non s puo risolvere? Perché non si pud
risolvere? Si puo trovare una soluzione. Se noi mettiamo due equazioni e le facciamo a
sistema, possiamo ottenere...
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Alessandra: - ...quello ddla x, per esempio, S pud imporre un numero, tipo x = 0 poi
I’ equazione verra sicuro un’incognita soltanto, perd noi dobbiamo fare il problema oppure
dobbiamo svolgereil..., o entrambi.

Sperimentatore: - L’enunciato dice di inventare una possibile situazione problema...
Inventare un problema. Di solito non fate questo, di solito si risolvono problemi a scuola,
non s inventano... Questo quesito chiedeil contrario.

Vita: - Ehl...

Alessandra: - Che cosa facciamo?

Vita: - Possiamo trovare per esempio lax...

Alessandra: - No, non dobbiamo...

Vita: - No vabene, si ti dico poi per esempio quello che ci troviamo, ci troviamo qualay,
sepoi ¢ troviamo qualay ...

Alessandra: - Dobbiamo inventareil problema

Vita: - Il problema..., non si puo fare per esempio un sistema, non il problema?
Alessandra: - Il problema, il problema dobbiamo inventare, dobbiamo dare i dati, un
problema... come questo.

Vita: - Vabene, per esempio di risolvere due equazioni.

Alessandra: - No qualerisolto, qua & un problema, altrimenti non era questo il problema.
Sperimentatore: - Non éun esercizio, un problema dovete fare.

Alessandra: - Secondo me, non possono dare mai un’uguaglianza perché non s possono
sommare, quindi anche se noi poniamo un problema, non sara mai un problema, giusto?
Vita: - Ma...., quindi...

Alessandra: - ...un problema...

Vita: - ...anche se abbiamo per esempio due equazioni e risolvere, non € un problema
questo? Di trovare per esempio unarelazione...

Alessandra: - Ma éfalsa, éfasa... non possiamo trovare..., € un'ipotesi falsa, perché non
puo essere un’uguaglianza se 6 x — 3y = 18. Non si possono sommare due incognite e non
si possono dare quindi un risultato uguale, un risultato giusto...

Vita: - Dobbiamo dare un numero alla x, un numero alla'y che per risultato dia 18, non
dovrebbe essere questo? Un valore alla x, un valore alla y che poi per risultato deve dare
18. Un’uguaglianza per essere vera deve essere cosi, No?

Alessandra: - Non ci puo aiutare?

Vita: - 1o, per esempio, volevo trovare un valore dellay e poi, per esempio, mettendo qua
trovareil valore della x, perché noi il problema é forse questo, dobbiamo trovare un valore
dellax, unvaloredellay e poi, per esempio, bisogna maltiplicaretipo...

. Alessandr a; - Se Marco, se Marco ammettiamo...

Vita: - Perché Marco..., perché un nome?

Alessandra: - Dai qualsiasi nome...

Vita: - Per forza dei nomi ci devono essere..., se..

Alessandra: - Allora nel mercato ci sono 6..., mettiamo e abbiamo 3 tipo... Ah! tipo
Lucia...

Vita: - No nel supermercato ci sono 6, non so come dirlo, per questo...
Alessandra: - Intotale erano 18 frutta, giusto?

Vita: - Nonloso...

Alessandra: - Vediamo sedail risultato qua. ..

Sperimentatore: - Che cosa scrivi, 1i?

Alessandra: - Sto facendo un’ equazione..., sto facendo...

Vita: - Vediamo se e vero, se mettiamo per esempio..., X ey...
Sperimentatore: - Vorre sapere che cosa scrivi? Spiegami
Alessandra: - Un attimo...

Sperimentatore: - Hai scritto x uguale?

Alessandra: - Hofatto x, ho scritto primax...

Sperimentatore: - Scrivetelo o non siete d' accordo con questo?

Vita: - Nonloso

Sperimentatore: - Allora...

Alessandra: - Sai perché, sai perché ...
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Vita: - Se questa & un’ uguaglianza che deve risultare vera, perché “Inventa una possibile
situazione che possa risolvers utilizzando la seguente relazione”

Alessandra: - Situazione problema. ..

Vita: - Un problema é anche con due equazioni & un problema, per esempio, il problema
sarebbe che noi dobbiamo trovare la x elay, il valore di x eil valore di y che messi in
questa cosa da per risultato 18 perché e uguaglianza. Per esempio, qua per esempio diamo
unadelle due?2...

Alessandra: - Si ma qua non dobbiamo dare un valore allax edareun vaoreallay...

Vita: - ...dobbiamo trovaretipo..., equi tipo...

Alessandra: - Non éunacosa..., eche6 x— 3y = 18... Capisci?

Vita: - ecomefal, ecomefal tu...?

Alessandra: - Non si puo fare perché e gia fattal’ uguaglianza. ..

Vita: - Perché e fatta se diamo un valore alla x eun valore alay, I'uguaglianza vera e. |1
problema questo & ...

Alessandra: - Senoi per esempio diamo 3

Vita: - Sempreli siamo, dipende di quanto siano i valori alora & sediamo 3, se diamo 3...
Alessandra: - Aspetta, 6 per 3 €18 meno..., mettiamo 0 qua alay, meno O uguale a 18
Vita: - Se noi, per esempio non lo so, se mettiamo non s possono cambiare sempre i
valori...

Alessandra: - Aspetta un minuto, 6 per 4 € 24, giusto? 24 meno... E allora cosa ho detto 6
" 3=18 3" 0=0evienel8. 6" 4=24, eviene3  1=3,24—-3=21equestoviene...
6" 5=30, 3" 2=6... (Sostituisce x ey con divers valori).

Vita: - E' shagliato questo ...

Alessandra: - Perché deve venire uguale a questo numero, capisci... Deve essere un
problemaio non lo so come si fa un problema, pud essere che sia sbagliata la consegna. ..
Vita: - E' shagliata... Ci vuole un’incognita e solo se € la stessa potevamo...

Alessandra: - Puo essere...

Vita: - Una possibile soluzione, una perché ce ne sono tante soluzioni, giusto? Se noi
inventiamo una ed é giusta e fa venire questa uguaglianza vera. ..

Alessandra: - Eadlora...,6~ 3=18...

Vita: - Inventa una possibile soluzione...

Alessandra: - Problema, problema..., non centrano le soluzioni...

Vita: - Il problema e se tu per esempio, il problema no..., noi non abbiamo néla x néla
y...
Alessandra: - Si ma dobbiamo inventare un problema, un problema proprio.

Vita: - Ma perché un problema proprio?

Sperimentatore: - Dovete inventare un problema.

Alessandra: - Dobbiamo inventare un problema, non é che lo dobbiamo risolvere.

Vita: - lo metto per esempio..., Marco...

Alessandra: - Un problema. ..

Vita: - Eh!

Alessandra: - Allora“éandato”, cominciamo a scrivere, giusto? Allora, “a mercato...”
(Frase scritta: Marco e andato al mercato...).

Vita: - Se mettiamoi valori allax eallay?

Alessandra: - Marisolvere no..., maquadicevail problema, capito?

Sperimentatore: - Non chiede di risolvere

Vita: - Forse e cosi, per esempio, la somma di tot complessiva, giusto? Per esempio...,
forseti immagini per esempio a questo, per esempio 6, vince per esempio quello...
Alessandra: - Carlo e Luciavincono a lotto...

Vita: - CarloelLucia...

Alessandra: - Ah! Si! Carlo e Lucia vincono a lotto la somma complessiva di 18 €.
Sappiamo che Carlo vinceil triplo del denaro scommesso, in questo caso vinceil doppio, il
triplo del denaro scommesso e dovrebbe avere scommesso 2...

Vita: - Meno 3, ¢’ entra?

Alessandra: - E Lucia...

Vita: - Secondo me, non ¢’ entra perché 6 per..., aspetta...
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Alessandr a: - Se noi mettiamo, no? Che... mettiamo...

Vita: - Per esempio, il tot complessivo & 18...

Alessandra: - Non ha senso, non ha senso... Perchéno...

Vita: - Lo sai perché, perché noi non siamo riuscite afare quello di prima...

Alessandra: - Non c’entra, per me é stato facile perché possono essere tante soluzioni
pero... Sai che cosa €? Tu no? vuoi fare tipo... ammettiamo no? tipo al mercato ci sono
18 mele che erano gia di prima poi ne ha prese, tipo Marco ne ha prese 6 e sono rimaste
gua. Quante, poi tipo devi mettere quindi un altro dato, tipo poi li devi mettere eh! C'e
n'erano 3 nell’armadio quante sono rimaste complessivamente? Giusto? Tipo questo, no?
Cosi.

Vita: - Si, s

Alessandra: - Allora, allora, Marco € andato..., no Marco...

Vita: - ...ha, per esempio, 18 mele, no Marco...

Alessandra: - ...al mercato...

Vita: - Queste 3 sono perché...

Alessandra: - Guarda..., al mercato...

Vita: - Non sarebbe, non € mercato... Marco, per esempio, e Lucia hanno 18 mele...
Alessandra: - Sai che cosati voglio direio che un negoziante va a comprare 18 mele, da
cui 6 le mette fuori cogi, le dtre le da..., le porta..., insomma le mette dentro qualche
parte, tipo... le vuole mettere..., non lo so, le vuole mettere..., e poi il negoziante & andato
a prendere tot mele. Quante ci sono complessivamente tra quelle rimaste e quelle...,
giusto?

Vita: - Per mepero..., non ci possiamo aiutare a fare questo problema dando, per esempio,
le soluzioni?

Alessandra: - Secondo me, tu dimmi quale...

Vita: - Una possibile soluzione qua ¢’ e scritta, no? Se noi, per esempio, diamo un valore
per esempio...

Alessandra: - Non ci puo essere perché...

Vita: - Sono tante le soluzioni...

Alessandra: - Nooo

Vita: - Sono tante le soluzioni, come no? Se noi, per esempio, aspetta. ..

Alessandra: - Un problema secondo me...

Vita: - Con due... dueincognite

Alessandra: - E per questo dico io che secondo me non si puo svolgere, giusto?
Sperimentatore: - Allora che cosa vi traumatizza tanto, che ci siano due incognite
diverse?

Alessandra: - Ciog, dobbiamo fare un problema, noi non é che abbiamo fatto tipo... non
abbiamo risposto mai ad un problema, noi abbiamo avuto sempre |’ equazione senza
risolvere...

Vita: - Ciog, I’ abbiamo soltanto...

Alessandra: - Pero no, no...

Vita: - Mapoi Lei ci dice com’'&?

Sperimentatore: - Si, poi vi lo dico... E alora concludendo possiamo scrivere questo
problema o no?

Alessandra: - Vicine ¢’ eravamo?

Sperimentatore: - Che?

Alessandra: - Vicine ¢’ eravamo?

Sperimentatore: - Lo possamo scrivere o no? Succede che non vi mettete d’ accordo, una
dice unacosa el’dtrarisponde sempredi no...

Alessandra: - Secondo me...

Sperimentatore: - In parte ha ragione ciascuna, ma non mi mettete d’ accordo tra voi...
Vediamo Vita come faresti tu il problema?

Vita: - Non lo s0..., non lo so, perché mi sa che sara qualcosa ...come il primo, sara
gualcosadi simile.

Sperimentatore: - Hai trovato un collegamento trail secondo ed il primo quesito? Tu cosa
ne pensi ?
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Alessandra: - Si perché ¢’ é solamente un’ equazione del sistema come gia ha detto la mia
compagna, per cui per trovare la x e la'y possamo mettere anche infinite soluzioni per
avere...

Vita: - Pero qua abbiamo il triplo e il quadruplo e qua abbiamo 6 e 3, 6 meno 3, quindi
secondo me queste cose verranno simile da svolgere, poi non lo so... Perché c’'e 18 e qua
¢’ e 300 la somma complessiva, Carlo vince, per esempio, il triplo del denaro invece qua
I’incognitax ha6... La somma complessiva...

Sperimentatore: - E allora come possiamo fare?

Lealunneriprendono il PRIMO QUESITO
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Alessandra: - 300 che éuguale a ... Ah! perfetto, possiamo dare una cosa qualsiasi, se noi
mettiamo, mettiamo il triplo del denaro, triplo 3...

Sperimentatore: - State parlando del primo quesito o del secondo?

Alessandra: - Del primo...

Vita: - Nella domanda ci mettiamo per esempio infinite soluzioni, perd qua mettiamo per
esempio infinite soluzioni, perd mettiamo per esempio una, solo un esempio, non era
COSI...

Sperimentatore: - Allora sietetornate a primo? Nd primo che cosa hai scritto?
Alessandra: - Un’equazione, un’ uguaglianza, cioe la somma totale & di 300, perd noi non
sappiamo quant’ elax equant’eéla...

Vita: - Tusd sicuradi...

Alessandra: - 1o non lo posso sapere, io sto facendo altre ipotesi, cioé anzi che avere una
soluzione possibile ho un’ equazione generale come viene data qua, in quanto 300 € la
somma total e e mettiamo che 3 per non sapendo quanto ha scommesso e 4 per non sapendo
guanto ha scommesso...

Vita: - Perchéx ey forse erano diverse.

Alessandra: - Pero...

Vita: - Infatti, perché x e y rappresentano forse il denaro scommesso, giusto? Il denaro
SCOMMESSO. . .

Alessandra: - Senoi per esempio....

Vita: - Manoi non lo possiamo sapere mai...

Alessandra: - Infatti, secondo me sono delle variabili, & tutto un’ipotesi anche questa, noi
dobbiamo vedere quante sono, perd io penso che se mettiamo, per esempio, che sono le
possibili soluzioni...

Sperimentatore: - Quante sono le possibili soluzioni?

Vita: - Non sono certa, tranne O forse...

Alessandra: - No, perché?

Vita: - Perché pud essere che non ha scommesso niente.

Alessandra: - Aspetta perd... No pero poi dice che quello ha scommesso il triplo, quindi
da per certo che hanno scommesso qualcosa...

Vita: - C'éunareazionetra questi due? Sono simili? (il primo e il secondo quesito)
Sperimentatore: - S tratta di fare un problema per volta. Con quale quesito dobbiamo
finire, con il primo?

Vita: - Conil primo

Sperimentatore: - Che cosa dovresti scrivere? Quante sono le possibili soluzioni? Scrivete
guello che ne pensate.

Alessandra: - Dobbiamo cal colare un numero preciso? Sempre...

Vita: - Un numero preciso non ¢’ €, ma possono essere tante soluzioni...

Sperimentatore: - Perché avete tanta paura di scrivere?

Vita: - S sbagliamo...

Sperimentatore: - Non g tratta di giusto o sbagliato, io anaizzo forme di pensiero non
correggo per giusto o shagliato...

Vita: - Infinite tranne 0 questo e sicuro, perché s hanno vinto qualcosa hanno
scommesso... Per esempio, qui X e y sempre dobbiamo trovare, per esempio, il denaro
SCOMMESSO. . .
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373. Alessandra: - Si, pero...

374. Vita: - Infinite soluzioni, secondo me sono, perché dipende per esempio, possiamo dare,
per esempio, che Marco, per esempio...

375. Alessandra: - Ma infinite soluzioni... puo essere anche che tu ci metti 6 per 300 e 6 per
300 & maggiore di 300, della sommatotale...

376. Vita: - Deve essere maggiore di O e minore di 300?

377. Alessandra: - Qui invece dobbiamo mettere..., perd se noi mettiamo la x poi vengono
uguali questi due, giusto? Se noi mettiamo tipo, perché voglio fare tipo, com’ & che stiamo
facendo adesso, tipo quelli li che vanno..., qui la variabile pud andare da... sia maggiore di
0 siaminore di 300, non compreso 300, compreso 300...

378. Vita: - No aspetta, maggiore di 0 giusto? Ma deve essere minore di 300 non uguale, perché
tu non puoi, per esempio, se quadice...

379. Alessandra: - No, puo essere che uno €0 el’atro e 300.

380. Vita: - Allora & compreso...

381. Alessandra: - No, no, no, 300 no, perché se poi hoi mettiamo 300, il triplo di 300... 150

382. Vita: - Che 150? 150, lametatu dici? Forse 150 per X...

383. Alessandra: - Forse..., qua eil quadruplo di 300? Qua éil quadruplo di 300?

384. Vita: - Sarebbe 300 diviso 4

385. Alessandra: - Il quadruplo..., 300 diviso 4 ...

386. Sperimentatore: - 75

387. Alessandra: - 75

388. Vita: - Viene 75? Perché se €il triplo, il triplo di 300...

389. Alessandr a: - Capisco questo

390. Vita: - Capito?

391. Alessandra: - Il triplo, ci sono tutte queste soluzioni.

392. Sperimentatore: - Allora scriviamo...

393. Alessandra: - No, pero il triplo di 300?

394. Sperimentatore: - 900

395. Vita: Il triplo?

396. Sperimentatore: - S

397. Vita: No, voglio dire...

398. Sperimentatore: - Laterza parte, 100

399. Alessandra: - 100, quindi vanno da questo a 100.

400. Sperimentatore: - x vada0a?

401. Alessandra: - 100

402. Vita: - Perché etriplo...

403. Alessandra: - Volevo fare tutte le possibili soluzioni. Perché se non ci fosse qua puo
andare al massimo 75 e 75 gia € compreso. Il massimo che si pud scommettere € 100 per
arrivare ad un totale del triplo di 300

404. Vita: - S

405. Alessandra: - Quindi...

406. Sperimentatore: - Allora scrivi, le possibili soluzioni sono...

(Scrivono 0 £ x £ 100).

407. Sperimentatore: - Alloratornando al secondo quesito potete scrivereil problema o no?

408. Vita: - Se non é una specie cosl ...

409. Alessandra: - Perché & compreso 0 ed & compreso 100.

Lealunneriprendono il SECONDO QUESITO

410. Vita: - Sefacciamo, per esempio, il secondo sara pure cosi... Dobbiamo trovare, pero qui
Ci sara sicuramente una soluzione, queste forse vogliono tutte le soluzioni possibili invece
guaci dice una sola soluzione...

411. Alessandra: - Soluzione problema, non soluzione della..., soluzione problema. (Risponde:
“soluzione” per “situazione”).

412. Vita: - Si.

413. Alessandra: - Problema, quindi...
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Vita: - Non possiamo fare, per esempio, scriviamo il testo del secondo...

Alessandra: - Non va bene, mettiamo il numero due.

Vita: - Noil testo, il testo lo dobbiamo dare noi.

Alessandra: - Si ma soltanto questo dobbiamo scrivere, questo € il problema.

Vita: - Infatti.

Alessandra: - Questaélacosa...

Vita: - Se mettiamo, per esempio, un’'atra cosa... Le possibili soluzioni di questo
funziona.

Sperimentatore: - Di quale quesito state parlando, del primo o del secondo?

Alessandra: - Del secondo, si maqua éil problema. ..

Sperimentatore: - 11 secondo non & necessario risolverlo...

Alessandra: - Dobbiamo fare un problema, un problema...

Vita: - Simile a quello di prima facciamo. Per esempio, Carlo e Lucia hanno 18 mele, per
esempio, perché quello é complessivo...

Alessandra: - Carloe...

Vita: - No, primalo possiamo vedere, primadi scrivere

Alessandra: - CarloeLucia...

Vita: - No

Alessandra: - Allora al mercato ci sono 18 mele, il negoziante le mette 6, quelle le mette
untot di mele di queste 18, le mette, cioe le vende, I altro decide di metterle di riserva, che
neso... Il negoziante arriva e ne prende 3. Quante devono essere le mele totale che ¢i sono
traquelle chesi épreso il negoziantee ...

Vita: - Vabene, mancano di 3 e quelle che ne so, che ha preso suo cugino...

Alessandra: - Si mano, 6 quelledi la...

Vita: - Sl ma se uno ne prende 13, ne restano 18? (Slenzio)

Sperimentatore: - Vita, secondo te, come lo faresti?

Vita: - Smileaquesto lo farei...

Sperimentatore: - E comelo faresti?

Vita: - Per esempio, vincono 18 € e mettiamo che Carlo havinto, per esempio, il triplo...
Alessandra: - No, vince 6 € del denaro scommesso, perché qui noi sappiamo cheil triplo e
il quadruplo, pero qua noi abbiamo 6 e 3.

Vita: - Pero questo meno 3 sara qualche cosa? C' e qual che cosa con questo meno 3?
Alessandra: - Certo questi non ci sono piu, qua invece sono..., quant’e il denaro totale
quindi quello pit quello.

Vita: - Puo essere che si sottraggono, quelli li hanno in tutto, hanno...

Alessandra: - Ah!..., scommesso..., alora...

Vita: - ...quavincono...

. Alessandra: - ...qua perdono...

Vita: - Forse..., puo essere?

Alessandra: - Allora, Carlo e Lucia perdono la somma complessiva di 18 €, sappiamo che
Carlo ne perde, ne...

Vita: - ...neperde, per esempio, uno ne perdeil triplo, I'altro ne perde 6, come si dice per
esempio 6?

Sperimentatore: - Sestuplo

Vita: - Il sestuplo

Alessandra: - E 18 €... Allora, Carlo perde 6 € del denaro scommesso, mentre Lucia. ..
Vita: - Il denaro scommesso € questo X. X e y sono le incognite di quanto hanno
scommesso. Noi abbiamo 3 che sarebbe forse il triplo, uno ne perde il triplo, uno ne
vince...

Alessandra: - Si ma alafine deve essere 18 e non ho capito perché... Se Carlo...

Vita: - Forse perché... Se noi, per esempio, alay forse..., ci sarebbe per esempio che
Lucia metta soldi forse, poi netoglieil triplo...

Alessandra: - Allora Carlo e Lucia vincono la somma complessiva di 18 €. Sappiamo che
Carlo nevince 6 € dd denaro scommesso, mentre Lucia ne perdeil triplo...

Vita: - Se giocano insieme com’ & che uno vince e uno perde?

. Sperimentatore: - Allora, comefinisce?
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Vita: - Nonsi puo fare...

Sperimentatore: - Non siete molto lontane. ..

Alessandra: - C'eral’ipotesi di poco fa, quella quando dicevo “vince 6 €..."

Vita: - Non €6 €, perchéil 6 ésestuplo ...

Alessandra: - Ah! Si...

Vita: - ...perché x e y sono le incognite che rappresentano il denaro scommesso. Il
sestuplo, per esempio, nevinceil sestuplo...

Alessandra: - 6 €...

Vita: - Sefosse meno ne perde...

Alessandra: - Appunto e quindi non possono giocare assieme, ma perd la somma
complessiva...

Sperimentatore: - Possono giocarein tavoli diversi, o no?

Vita: - Fare un problema e piu difficile di svolgerlo, perché poi deve venire sempre questa
equazione...

Alessandra: - E’ lo stesso, €10 stesso...

Sperimentatore: - E alora?

Alessandra: - Carlo e Lucia perdono al lotto la somma complessiva di 300 €. Sappiamo
che Carlo ne perdeil triplo, ne perde 6 € dd denaro scommesso mentre Lucia ne perde 3 €
del denaro scommesso...

Vita: - Si perché forse, per esempio, Lucia ne ha messo forse di piu soldi anche se hanno
vinto forse ci verrebbe una perdita

Alessandra: - Carlo e Lucia perdono al lotto (ripete mentre scrive).

Vita: - No, mettiamo, per esempio, hanno 18 € Carlo e Lucia giusto? Uno...

Alessandra: - Com' & che nessuno vince? Aspetta, la somma complessiva di 18 €, giusto?
(ripete mentre scrive).

Vita: - Carlo perde 6 € del denaro scommesso, quindi loro 6 € del denaro che hanno
scommesso. Pud essere che hanno scommesso di piu? Tipo che hanno perso ancora di
meno, cioé non hanno perso tutti i soldi, pud essere che di quello che hanno scommesso ne
hanno perso una parte.

Sperimentatore: - E allora? Siete d accordo o no? (Slenzio).

Allora, qua c’e una differenza, che cosaindica questa differenza?

Alessandra: - Una sottrazione abbiamo. ..

Sperimentatore: - Si

Vita: - Forse puod essere che uno vince eI’ atro perde...

Alessandra: - Infatti. Si ma non pud essere che uno vince sempre

Vita: - Se noi mettiamo, per esempio, o che perdono o che hanno 18 € compl essivamente.
Come possiamo dire, per esempio, che uno perde e uno vince?

Sperimentatore: - Forse uno ha fato una giocata e I’ altro hafatto un'atra...

Vita: - E quindi forse Carlo ha 18 €, giusto? e Lucia...

Alessandra: - Carlonehapeaso6e...

Vita: - No, per esempio, Carlo ne ha vinto un sesto della somma che abbia messo g,
invece, Luciaforse ne hapersoil triplo...

Sperimentatore: - E alora?

Alessandra: - Mettiamo che siano questioni...

Vita: - Masono questioni diverse

Alessandra: - Ma si questi due sono in comunitd, hanno dei soldi in comune perd
giocano...

Vita: - Non puo essere che hanno soldi in comune, non pud essere che uno vince e uno
perde si sono in comunita

Alessandra: - Sono questioni diverse, hanno soldi in comune, perd fanno due giocate
diverse, uno vince el’atro perde...

Vita: - Se loro mettono i soldi in comune giocano assieme, perché devono giocare in
tavoli diversi? Forse sono due soli, per esempio, lasomma complessiva forse edi 18 €, uno
vinceil sesto, invece quello ne perde il triplo. Sono diversi?

Alessandra: - Secondo me, S

. Sperimentatore: - E alora, concludendo che cosa dovete scrivere?
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Alessandra: - Carlo e Lucia giocano al lotto la somma complessivadi 18 €.

Vita: - No la somma complessiva, non sono assieme, secondo me, questi, perché non puo
essere che uno perde e uno vince la somma complessiva di 18 €.

Alessandra: - Carlo e Lucia hanno, cioé ognuno ha 18 €, giusto?

Vita: - Si

Alessandra: - Devefarein modo che scommettendo 6 €, Lucia... 6 per 3é18...

Vita: - Non possamo, per esempio, mettere invece somme diverse. Carlo e Lucia, la
somma complessivadi 18 €

Alessandra: - Non puo essere...

Vita: - Sec’era piu se poteva fare che vincevano assieme 18 €, ma come ¢’ € meno, ¢’ e un
meno, forse s dovrebbe mettere...

Sperimentatore: - Andate troppo nel dettagli delle cose, non interessa se si sono implicati
gli stess numeri o divers, stateinventando un problema...

Vita: - Facciamo quello che ci ho detto io, scrivi...

Alessandra: - La somma complessiva di 18 €. Sappiamo che Carlo perde 6 € del denaro
scommesso perché poi ¢'é la sottrazione, vince I’ altro perde...

Vita: - Comeli vince questi soldi? Perché € la somma complessiva e perde?

Alessandra: - In un primo momento vincono 6 € ognuno

Vita: - Non ¢’ & primo momento, complessivamente devi fare, non in un primo momento
Alessandra: - Si ma nella serata € nell’arco della serata, e poi ala fine ti ritrovi quello,
giusto? In un primo momento vincono 6 € del denaro scommesso, poi perdono 3 €

Vita: - Forse sarebbe che, per esempio, Carlo non mette, facciamo quello, per esempio,
che non mette proprio nessun euro, capisci? Perd come s scrive?

Alessandra: - Determina le somme di denaro...

Vita: - Vincono complessivamente, hanno vinto complessivamente 18 €, Carlo, per
esempio, ha vinto, per esempio, il sesto della somma che aveva messo, invece, Luigi, per
esempio, meno 3, per esempio, y dovrebbe essere meno 3, che hanno vinto...

Alessandra: - Allora guarda com’'é: Carlo e Lucia vincono al lotto la somma complessiva
di 18 € . In un primo momento vincono 6 € del denaro scommesso, poi ne perdono 3 €
sempre del denaro scommesso tra parentesi, giusto? In un secondo momento ne perdono 3
€. Determina le somme di denaro che Carlo e Lucia hanno giocato. E poi: Quante sono le
possibili soluzioni? (Riscrivono il testo).

. Vita: - Non sono 3 €, €il sesto ormai equello éil triplo

. Sperimentatore: - Allora scrivete

. Alessandra: - (S correggono) Sei volte del denaro scommesso etrevolte

. Sperimentatore: - Vabene

. Vita: - Manon écosl, per trevolte, aspetta ...

. Sperimentatore: - E poi...

. Vita: - No, niente...

Alessandra: - Dobbiamo mettere “determina le somme di denaro”, perché poi fa sempreli,
non é che posso fare, queste vanno da questo a questo, perché questi qua poi come fanno?
Sperimentatore: - E dlora...

Alessandra: - Ah! Forse, per esempio, e va bene, pud andare determina: “Determina...
Vita: - No, mettiamo: “ Quante possibili soluzioni?’

Alessandra: - ...lesomme di denaro che Carlo e Lucia hanno giocato”

Vita: - E noi non le sappiamo determinare..., male possibili soluzioni... qualunque sono,
guante sono le possibili soluzioni...

Alessandra: - Pud essere che sono infinite, che non ¢’ & una somma di denaro ben precisa
Vita: - E vabene, scriviamo...

. Sperimentatore: - Allora, andiamo al numero tre.

TERZO QUESITO

530

. Alessandr a: - Equazione di primo grado con due incognite e quella, invece, un’ equazione
della retta oppure del fascio...
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. Sperimentatore: - Dovete dire la prima idea che vi viene in mente quando vedete le
equazioni...
Alessandra: - Equazione di primo grado con due incognite (per la prima).
Vita: - Oppure pu0 essere, aspetta... No cosi, potrebbe essere una parabola, una parabola
no, non ¢’ entra...
Alessandra: - ... éa quadrato...
Vita: - Poi, circonferenzanon e...
Alessandra: - Dobbiamo, per esempio, spiegare € una curva...?
Vita: - Intanto scriviamo equazione di primo grado con due incognite.
Sperimentatore: - Quando vedete le equazioni dovete dire la prima idea che vi viene in
mente ...
Alessandra: - Questa & un fascio di rette proprio (per la seconda).
Vita: - Si. Aspetta...
Sperimentatore: - Si 0 no?
Alessandra: - Starappresentando la...
Vita: - Sl maanchequa...
Alessandra: - Vabenetu hai detto che hai numeri, come mx + n, questo qua, questo é...
Vita: - Proprio
Sperimentatore: - Allora andiamo a numero 4
. Vita: - Ancora un problema?
. Sperimentatore: - Si.
ARTO QUESITO
Alessandra: - Una persona per poter usufruire di un telefono fisso installato presso di
un’ atra, pattuisce con questa ultima di pagare mensilmente 5 € pit 2 € per ora di telefonate
effettuate. Detto: x il numero di ore mensili di telefonate effettuate e y la somma
complessiva pagata mensiimente. Una persona per poter usufruire di un telefono fisso
installato presso di un'atra, pattuisce con questa ultima di pagare mensilmente 5 € piu 2 €
per ora di telefonate effettuate. (Legge erileggeil testo del problema).
Vita: -5€celidae2€al ora
Alessandra: - Una persona per poter usufruire di un telefono fisso installato presso di
un' altra, pattuisce con questa ultima di pagare mensilmente 5 €. Quindi... (Rilegge il testo
del problema).
Vita: - Si, spiega quale tipo di relazione intercorre tra x e y. Sia per esempio che x...
Allora, X...
Alessandra: - x il numero delle ore da fare. Prima dobbiamo fare x
Vita: - Mentrey
Alessandra: - Allora, x €il numero delle ore mensili telefonate eff ettuate
Vita: - Forse questa cosanon s puo fare
Alessandra: - y € la somma complessiva pagata mensilmente. Intanto, ¢’ € una riga per
disegnare?
Vita: - Vabene, nientefa
Sperimentatore: - A mano, a mano. (Disegnano il diagramma cartesiano)
Alessandra: - x, che rappresenta x?
Vita: - Ore mensili di telefonate, giusto?
Alessandra: - Si.
Vita: - Evy...
Alessandra: - Quindi, y la somma complessiva. ..
. Vita: - La somma complessiva, metti ore piu 5 €, che sarebbe la somma complessiva ore
piu...
Alessandra: - Si orepiu5€
Vita: - Lasomma complessivasarebbe5€e0
Alessandra: - No, O delle oredi telefonate, 1 e 2
Vita: - Aspetta, allora... Ex..., vaavanti... (Rileggeil testo del problema)
Alessandra: - Piu5€...

153



571.
572.
573.
574.
575.
576.
577.

578.
579.

580.
581.
582.
583.
584.
585.
586.
587.
588.
589.
590.
591.
592.
593.
594.
595.
596.
597.
598.
599.
600.
601.
602.
603.
604.
605.

606.
607.
608.
6009.
610.
611.
612.
613.
614.
615.
616.
617.

618.
6109.

620.
621.

Vita: - Piu 2 € per leore di telefonate

Alessandra: -1, 2,3,4e5

Vita: - Perché 5, tu devi sommare 5 piu I’ euro

Alessandra: - y €la somma complessiva pagata mensilmente

Vita: - E y e€lasomma complessiva, giusto?

Alessandra: -E' 5€

Vita: - No, non é5 € la somma complessiva, la somma complessiva sarebbe 5 € piu 2 €, 2
€per ora. Seun’ ora sarebbe 7 € sarebbe. ..

Alessandra: - Per 2 ore

Vita: - Per esempio se..., allora pattuisce con questo e paga 5 €, 5 €piu 2 €sarebbe 7 €, 7 €
per esempio, per un’ ora. Giusto? Hai capito?

Alessandra: - Si. Quindi, ho sbagliato il grafico, lo faccio di nuovo qua
Sperimentatore: - Va bene, non ti preoccupare

Vita: - Per esempio, 7 £€...

Alessandra: - ... equac’ euno... Quaéil primo punto, intanto...

Vita: - Hai fatto il 7?

Alessandra: - Si

Vita: - Il 7 éun’ora

Alessandra: - Si

Vita: - Forseconil grafico, forse conil grafico...

Alessandra: - S

Vita: - Non s potrebbe fare in altro modo, senza grafico? (Sorridono).
Alessandra: - Ricominciamo?

Vita: - Secondo me, per esempioa7 —> 14

Alessandra: - Al 7 —>1

Vita: - Ahlsi,ad 7—> 1

Alessandra: - E questo il primo punto.

Vita: - Mettici a7 —» 1, pero.

Alessandra: - Aspetta, aspetta 1, 2, 3,4,5,6, 7. A 7—> 1, equi.

Vita: - Poi metti 2

Alessandra: - 8,09, ...., 14.

Vita: - Scrivi 14

Alessandra: - Allora dobbiamo fare mensilmente, pero...

Sperimentatore: -A 1 —» 7,a2?

Alessandra:-A 1 —> 7,a2 —>14

Sperimentatore: - 14. E come avetetrovato il 14?

Alessandra: - Perché, allora se x € uguale a 1, se noi mettiamo quindi un’ora quindi
possiamo vedere appunto che si paga. ..

Vita: - Un'oraé 7, no 2 €, se poi dobbiamo sommare 5 €che ci paga, sono 7 €.
Sperimentatore: - Sono 7 e poi per due ore?

Vita: - Per due ore, sarebbeil doppio, 14.

Alessandra: - Aspetta non ho capito. Ah! forse proprio cosi e

Vita: - Mensilmente 5 €, non € ad esempio a ora. Mensilmente 5 € piu 2 ore.
Alessandra: - Mensilmente quindi sono 7 €in tutto.

Sperimentatore: - Per un’ora.

Alessandra: - Per un'ora....

Sperimentatore: - Per due ore?

Vita: - Seun'oraédi 7, giusto? Per un’ora paghi 7 €, per due ore ne paghi 14, no?
Alessandra: - 5 piu due...

Vita: - Sai come forse &2 Tu paghi, per esempio, 2 €al’ ora, in due ore paghi, per esempio,
4 €, poi mensilmente sarebbe, per esempio, per 30

Alessandra: - 30...

Vita: - La somma complessiva €, per esempio 30, per 30 piu 5 € perché & mensiimente.
Allora...

Alessandra: - Aspetta, facciamo cosi, intanto svolgiamolo

Vita: - Questo é shagliato..., perché non & detto mensilmente.
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Alessandra: - Facciamo di nuovo il grafico?

Sperimentatore: - Selo volete fare. Comunque, potresti lasciarlo cosi...
Alessandra: - Allora...

Vita: - Primasi sbaglia e poi

Alessandra: - Si ma dobbiamo fare...

Vita: - Entro un’ora

Alessandra: - ...manonci vaqui..., senoi facciamo 30, per 30

Vita: - Vabene lo mettiamo, per esempio, ci mettiamo 30 non e che deve andare per forza
30, ci lo metti tu 30, lo devi scrivere, nientefa

Alessandra: - Mettiamo, ore...

Vita: - 30

Alessandra: - Ore, oredi telefonate, giusto?y € la somma complessiva, giusto?
Vita: - Metti per esempio un’ora paghi 2 €, 2 ore paghi 4 €

Alessandra: - 1 ugualea 2

Vita: Quaci devi meitere uno

Alessandra: - Uno, vedi un euro

Vita: - No, 2 €. In un’oratu paghi 2 €qua e scritto... Allora, piu 2 €per ora
Alessandra: - 2 €per ora, giusto €1 €e 2

Vita: - Giusto, giusto. Un'ora 2 €, per 2 ore

Alessandra: - Paghi 4 €

Vita: - Si. (Slenzio). In due ore paghi 4 €. Poi mensilmente che sarebbe 30, la somma
complessiva pagata mensilmente e il numero di ore mensili

Alessandra: - Allora...

Vita: - Il numero di ore mensili.

Vita: - 30, 30 giorni, per esempio

Alessandr a: - Per ore, 30 ore

Vita: - Si, 30 ore che, per esempio, sarebbero 60, 60 piu 5 fa 65 questo. Giusto?
Alessandra: - Non mi convince

Vita: - Questo giusto

Alessandra: - Se dice: “ Determina la somma complessiva che viene pagata mensilmente’,
un mese e fatto da 30 giorni come potrebbe essere fatto di 31 oppure di 28.
Sperimentatore: - Si

Vita: - E noi dobbiamo prendere ad esempio, prendiamo ad esempio come riferimento...
Alessandr a: - Facciamo 28, facciamo 31 o 28 di Febbraio.

Sperimentatore: - E quante ore potresti parlare al mese?

Vita: - E' variabile

Alessandra: - Dipende dai giorni la cosa

Vita: - No, aspetta seil giorno ha 24 ore, giusto?

Alessandra: - Si matu che fai 24 ore giusto? 12 oresto a ... In un giorno di 24 ore parli
12 ore a telefono, comefai?

Vita: - No, setu parli per esempio, aspetta...

Alessandra: - E’ variabile.

Vita: - Ma con questo “variabile’ ...

Alessandra: - E’ tutto, étutto variabile...

Vita: - Problemi variabili fecero.

Alessandra: - Proprio qua € il problema. (Ridono). Perché non possiamo sapere quanto
possiamo parlare in un’ora c'é quando non telefoniamo proprio, ¢’ e quando telefoniamo
per..., per 5 ore, giusto?

Sperimentatore: - S, e allora cosa dite?

Vita: - Determina la somma complessiva pagata mensilmente. (Legge il testo).
Alessandra: - Quante sono le possibili soluzioni? (Ridono)

Vita: - E' quindi si deve parlare...

Alessandra: - Sono della probabilita questi problemi?

Sperimentatore: - No, poi vi Spiego cosa sono...

Vita: - Questo é giusto, pero...
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Alessandra: - Vicine ci samo? Vicineci siamo?

Sperimentatore: - Allora...

Vita: - Stabilire qualetipo di relazione intercorretrax ey. (Leggeil testo)

Alessandra: - Appunto questo qua di nuovo, questo qua...

Vita: - Non e vaido questo.

Alessandra: - ...relazionetrax ey...

Vitaa - ...determina la somma complessiva pagata mensiimente..., la somma
complessiva...(Leggeil testo)

Alessandra: - Perd non sappiamo quante ore a telefono ci sta...

Vita: - ...eil numero delle ore mensili... di telefonate effettuate.

Alessandra: - Quante sono le possibili soluzioni? (Continuano a leggereil testo).
Sperimentatore: - E allora, che cosa chiede all’inizio?

Alessandra: - Rappresentarla graficamente nel piano cartesiano

Vita: - Stabilireil tipo di relazione.

Sperimentatore: - Graficamente che cosa verrebbe?

Alessandra: - Sarebbeil numero delle ore.

Sperimentatore: - Provate afare un grafico di questo...

Alessandra: - ... equindi , ci sono 3, giusto? Qui € 9. (Slenzio). Qua continuerail grafico
sara sempre elevato, continuera sempre duranteil mese a diventare sempre piu...

Vita: - Quindi, va bene aumentera la somma...

Alessandra: - Se aumenta il mese aumenta la somma. ..

Vita: - Aumenta la somma e qua mettici 5 € mensilmente.

Sperimentatore: - E checosa eil grafico?

Alessandra: - Unaretta

Sperimentatore: - Fateil grafico

Vita: - Forse sarebbe che..., la somma complessiva pagata mensilmente..., 30 giorni .
Alessandr a: - Dobbiamo fare adesso per 30

Vita: - Un giorno & formato da 24 ore

Alessandra: - Si, ma non sappiamo quanto puo stare una persona a telefono.

Vita: - Setu per esempio 2 ore, 3 ore... setu, per esempio, metti 24 ore che € un giorno...
Per esempio, mettiamo..., perd ma non sappiamo se e giusto 30 € al mese, poi ala somma
tu aggiungi piu 5 € perché mensilmente si deve aggiungere 5 €, perché deve essere la
somma complessiva... Pero da quanto & questo mese?

Sperimentatore: - Scegliete voi

Vita: - Ahl possiamo darenoi i giorni al mese?

Sperimentatore: - Si

Vita: - Mettiamo a caso che il mese e di 28 giorni, giusto? Se un giorno €, per esempio, di
24

Alessandra: - Allora, 30 edi piu, mettiamo uno di 30

Vita: - 30 ad esempio, 30 giusto? 30 giorni, un giorno edi 24 ore

Alessandra: - Ogni giorno 24 ore. Stai facendo una cosa, tu...

Vita: - S mati dico in un giorno 24 ore, giusto? E sarebbe che noi, per esempio, mettiamo
nel grafico qua 24 ore, mettiamo a caso chesia 24 ore... 24 ore...

Alessandra: - E' shagliato. Tu chefai per 30 giorni e vai amettere 24 ore...

Vita: - Per ogni oraéforse, no?

Sperimentatore: - Il problema considera ogni ora, non & specificato quante sono le ore
Alessandra: - Infatti, non e specificato, capito?

Sperimentatore: - Dovresti trovareil valore massimo

Vita: - S, tutte le ore vorrei calcolare, giusto? Per esempio 24 ore se calcoliamo quanto e
la somma complessiva.

Alessandra: - E' 30 giorni

Vita: - E’ sarebbe la somma complessiva €, per esempio, ogni giorno, poi la facciamo per
24, lafacciamo per 30 giorni e aggiungiamo piu 5 €

Sperimentatore: - E questo sarebbe la somma...

Vita: - Per esempio, per esempio...

Alessandra: - Per ogni mese
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Vita: - Si, per esempio, prima lo facciamo per 24 ore che sarebbe un giorno.
Alessandra: - Quindi € sempre come quellache...

Vita: - Poi dobbiamo fare, per esempio si come, per esempio, questo... sappiamo che...
Alessandra: - Allora, dobbiamo direche si uno éfatto da 2 ore 2 allora 24, no?

Vita: - Ci vuole un grafico?

Sperimentatore: - Il grafico € orientativo, per poi rispondere alle altre domande
Alessandra: - Allora, intanto dobbiamo vedere per 48. (Fanno i calcoli).

Vita: - 48 € per 24, 48 € e questo sarebbe un giorno.

Alessandra: - S

Vita: - Un giorno, per esempio setu metti...

Alessandra: - 30

Vita: - Setu ora fai, metti per esempio, questo sono le ore, 24 ore questo € messo. Se tu,
per esempio, fai un altro metti in un grafico poi, metti 30 giorni, giusto? Se tu, per
esempio, metti qua... questo e per ore il grafico. Se tu per esempio prendi 30 giorni devi
mettere, per esempio, 48 € che sarebbe per un giorno, 48 per 30 piu 5€

Alessandra: - Ma, secondo me... il massimo edi 24 ore.

Vita: - Ma, cosi non & giusto per esempio perché...

Alessandra: - 24 per 30. Dobbiamo calcolare per 30 giorni quante ore ci sono?
Sperimentatore: - 24 per 30.

Alessandra: - No, aspetta se 24 ore ein giorno di quante ore?

Vita: - Di quante ore e formato il mese?

Sperimentatore: - 720

Alessandra: - 320

Sperimentatore: - 720

Vita: - 720, poi sarebbe

Alessandra: - 720 I'ora

Vita: - No, 720 ore ha detto che € un mese.

Alessandra: - Un mese @720 ore

Sperimentatore: - 30 per 24 é uguale a 720.

Vita: - 720, metti un attimo 720

Alessandra: - Facciamo che e qui, giusto?

Vita: - 720, giusto? Se24 era48 €...

Alessandra: - 720, dobbiamo vedere a quanto...?

Vita: - ...per 2piu5€...

Alessandra: - Perché per 2?

Vita: - Perché era 2 €, lasomma. ..

Alessandra: - All'ora, al’ora...

Vita: - No, Alessandra perché...

Alessandra: - 720

Vita: - Come abbiamo fatto, sempre cosi abbiamo fatto, qua veniva due, due, 24 per 2 e
720 per 2 piu 5 €, no?

Alessandra: - Piu5€

Vita: - Piu 5 €. Sarebbe 1440 piu 5 €. 1445 €

Alessandra: - Puo essere?

Sperimentatore: - E questo, cosa sarebbe?

Vita: - Questo sarebbe la somma complessiva di un mese.

Sperimentatore: - Se parlaal telefono...

Alessandra: - 24 ore, ma non e sempre cosi.

Vita: - Se parla 24 ore su 24 e questa |la somma complessiva.

Sperimentatore: - Sarebbe la somma...?

Vita: - Lasommadi un mese

Alessandra: - Quindi sempre con i limiti si pud fare non essendo...

Vita: - Intanto questo lo metti nel grafico, questo dato e poi se, per esempio, parla 24 ore
Su.

Alessandra: - Mettiamo qua sicuro dovrebbe venire qua sopra, non possiamo disegnarlo.
Sperimentatore: - Il grafico € orientativo per poi rispondere alle domande.
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Vita: - Poi sarebbe... determina la somma complessiva pagata ed il numero delle ore
mensili...

Sperimentatore: - E alora?

Vita: - Le possibili soluzioni sono, dipende sempre dipende da quante ore parla al
telefono.

Alessandra: - E non s saquesto

Vita: - Qua abbiamo messo 24 ore su 24, Alessandra, questa somma...

Alessandra: - E quindi dobbiamo mettere sempre 13, quella che ne parlano, 24 e dobbiamo
mettere quindi tutte le altre...

Sperimentatore: - Scrivete allora quello che avete detto.

Vita: - Queste soluzioni prima...

Alessandra: - Che possono andare per-...

Vita: - Per x sarebbe il numero delle ore, giusto? (Slenzio). Se sono, per esempio, 24 ore
che sarebbe un giorno...

Sperimentatore: - Scrivete quello che avete detto.

Alessandra: - Non sappiamo se é giusto.

Vita: - Ma é giusto questa cosa cosi?

Sperimentatore: - Allora, scrivete la vostra conclusione.

Alessandra: - Sempre come quella che abbiamo fatto?

Sperimentatore: - Si quello che avete detto alla fine, scrivetelo cosi resta qual cosa scritta
Alessandra: - Scriviamo...

Vita: - Scriviamo questo cosi? Quest’ ultima cosa?

Sperimentatore: - Si

Alessandra: - Allora, per quindi, per un mese...

Vita: - ...la somma complessiva...

Alessandra: - No totale 720 ore le pagano 1445 €

(Scrivono: “Per un mese (totale 720 ore) s pagano 1445 €).

Vita: - Per un mese...

Alessandra: - Per un'ora...

Vita: - Scrivi questa cosa...

Alessandra: - Vabenesi capisci... |l totale di ore per un’orasi paga...

Vita: - S paga....

Alessandra: - 7€

Vita: - No, non &7 €, aspetta... e shagliato 7 €.

Alessandra: - Perché?

. Vita: - Perun’ora e 2 €, perché7€?

Alessandra: - 2 €pit perd 5

Vita: - No, no perché 5 € vengono messe al mese, no? Mensilmente 5 €paga Alessandra, in
un’ ora paga 2 € poi arrivando ad un mese

Alessandra: - Quindi nonsono 7 €

Vita: - Paga5€

Alessandra: - Si. Semprel’incognitac'é

Vita: - Si énormale... (Slenzo).

Alessandra: - No, bisogna vedere...

Vita: - No per x, per X per esempio un'oray ... cosi & Perché x rappresenta le ore ey
rappresenta la somma.

Sperimentatore: - Si

Vita: - Setu metti, per esempio, per x 1 orametti y euguale...

Alessandra: - Per x questa cosa..., uguale... Non éche c’ e per X

Vita: - Per, per, scrivi, per x un’ora, mettici y ugualea 2 ore

Alessandra: - 2 €, appunto

Vita: - Pery, per x giusto, ugualea 2 orey ugualea4 €

Alessandra: - Per x

Vita: - Per x, giusto, 2 ore, ugudlea 2 ore, y uguale a4 €.

Alessandra: - Per x ugualea...

Vita: - 720 orey € 1445 €.
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819. Alessandra: - E cherdazionec éoratra...?
820. Vita: - E il doppio sempre

821. Alessandra: - Compreso

822. Vita: - Aspetta un attimo...

823. Sperimentatore: - Allora, cosa stai calcolando?
824. Alessandra: - Se shaglio

825. Sperimentatore: - Allora, che cosa calcoli?
826. Vita: - Di sicuro che questo & cosi?

827. Alessandra: - Non lo so

828. Vita: - Facciamo di nuovo questo calcolo

829. Sperimentatore: - E alora abbiamo finito?
830. Alessandra: - Per y mentrex (Scrivono 2€£ y£ 1445€, 1oraf xX£ 720 ore).
831. Sperimentatore: - Vabene...
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CAPITOLO 5: CONCLUSIONI FINALI

L’analisi storicarealizzata nel primo capitolo sulla costruzione del linguaggio algebrico
ha permesso di mettere in evidenza le principali concezioni, i procedimenti precursori, i
passaggi da un concetto al’altro ed, in particolare, i passaggi attraverso i livelli
linguistici delle diverse fasi: retorica, sincopata e simbolica. A partire da questo studio
abbiamo formulato delle conclusioni applicabili allo studio degli ostacoli epistemologici
che incontrano gli alunni nelle situazioni di apprendimento del linguaggio algebrico.
Quelle che abbiamo ritenuto importante per la realizzazione del lavoro sperimentale
sono le seguenti: i passaggi tra algebra retorica e algebra simbolica sono stati molto
lenti, si passa da certi nomi per denotare l'incognita e certe relazioni, alle abbreviazioni
di queste parole, ai codici intermedi fra linguaggio retorico e sincopato ed infine ai
simboli. Nel processo di elaborazione di un simbolismo algebrico corretto
sintatticamente ed efficiente operativamente, si osserva |’ abbandono progressivo della
lingua naturale come mediatore di espressione. Nella fase sincopatai linguaggi naturale,
aritmetico e geometrico si utilizzano come supporto al linguaggio algebrico in via di
elaborazione. Questi linguaggi —semanticamente piu ricchi di quello algebrico—
consentono di interpretare adeguatamente il problema da risolvere, di ottenere la sua
soluzione, di formulare le regole e di giustificare i passaggi effettuati algebricamente.
Perché precisamente nella costruzione del linguaggio algebrico esistono due livelli di
concepire la generalita di un metodo: uno riguardante la fattibilita di applicarlo ad una
pluralita di casi specifici, e I'altro relativo la possibilita di esprimerlo attraverso il
linguaggio dell’ algebra simbolica.

E interessante osservare che I'aritmetica svolge un ruolo di supporto/ostacolo
all’evoluzione dell’ algebra. Perché nella fase di transizione trail pensiero aritmetico el
pensiero algebrico, certi ostacoli a livello aritmetico possono ritardare 1o sviluppo del
linguaggio algebrico. Ma s verifica anche che I'introduzione di nuove strategie e dei
nuovi contenuti algebrici possono eclissare le conoscenze aritmetiche precedenti (Cfr.
Malisani, 1990 e 1993).

Dall’analisi dei diversi procedimenti risolutivi si ricava che i registri rappresentativi
visuale sono presenti in quelli che utilizzano il linguaggio geometrico, ma essi vengono

anche richiamati in acuni metodi di tipo aritmetico o analitico. Nelle fasi retorica e
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sincopata, il concetto di uguaglianza varia in base ai procedimenti adottati, pud
rappresentare: il risultato di un’operazione aritmetica, I'equivalenza di figure piane,
I’equivalenza tra due modi di esprimere la stessa quantita o “I’uguaglianza
condizionata” tra due membri di un’equazione.

Le nozioni di incognita e di variabile come “cosa che varia’ hanno un’'origine e
un’evoluzione totalmente differenti. 11 concetto di variabile si sviluppa lentamente
passando dalla relazione iniziale tra i numeri inclusi nelle tabelle, alle quantita
dinamiche relazionate attraverso una formula, alla variabile connessa a quantita
continue nello studio della fisica, alle curve descritte in termini cinematica, ala
relazione tra variabili che conduce finalmente al concetto di funzione. L’incognita,
invece, hala sua origine nellarisoluzione di problemi che richiedono il calcolo di unao
pit quantita. La preponderanza di questa nozione nei procedimenti risolutivi & notevole
fino a 600.

Oggi I'idea di variabile come numero qualsiasi ci sembra cosi ovvia e semplice che
risulta difficile capire perché tardo cosi tanto ad affermarsi. Ma se riflettiamo un
momento sul processo di pensiero che viene attivato, scopriamo che s tratta di un
pensiero in termini funzionale e richiede percio I’ abilita di pensare simultaneamente su
intere famiglie di numeri piuttosto che su una qualsiasi quantita specifica, nonché sulle
reciproche relazioni tra famiglie di numeri (Arzarello et alii, 1994).

Diversi studi ritengono che il concetto di variabile rappresenta un punto di transizione
critico (Matz, 1982; Wagner, 1981, 1983). Questo concetto € complesso perché si usa
con significati diversi in differenti situazioni. La sua gestione dipende dal particolare
modo di utilizzarlo nella risoluzione di problemi. La nozione di variabile pud assumere
una molteplicita di aspetti: numero generalizzato, incognita, “cosa che varid’, segno del
tutto arbitrario, registro di memoria, ecc. Usiskin (1988) ritiene che la pluralita di
concezioni sia precisamente la causa per cui questa nozione diventa difficile di definire
e gli aunni, possibilmente, incontrano delle difficolta nello studio dell’ algebra

La ricerca sperimentale del secondo capitolo ha come findita studiare acune
caratteristiche del periodo di transizione tra il linguaggio aritmetico e il linguaggio
algebrico. Si pretende analizzare se le diverse concezioni di variabile vengono evocate
dagli alunni nella risoluzione di problemi e se i procedimenti in lingua naturale €/o in
linguaggio aritmetico prevalgono come strategie risolutive, in assenza di adeguata

padronanza del linguaggio algebrico.
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Sono state messe a punto delle situazioni a-didattiche sulla risoluzione del gquadrato
magico: “completare il quadrato inserendo i numeri mancanti, in modo che la somma
del numeri di ciascuna riga, colonna o diagonale sia sempre la stessd’. Hanno
partecipato ala sperimentazione 27 aunni di prima media e 39 di prima liceo
psicopedagogico.

Dall’analis qualitativa e quantitativa del dati si ricava che il simbolo “a” del quadrato
magico pud assumere aspetti ben diversi per gli aunni di 11 e 14 anni: costante,
costante non negativa, valore numerico, variabile, incognita e simbolo senza alcun
valore. La varieta di concezioni evocate dipende dallo sviluppo individuale del pensiero
algebrico (piu numerose negli alunni di 14 anni) ed a particolare modo di utilizzare “a”
nella risoluzione del problema. Quindi gli aunni richiamano le diverse concezioni di
variabile anche in assenza di un’adeguata padronanza del linguaggio algebrico (ipotesi
1).

E’ interessante osservare che, gli alunni di prima media utilizzano strategie risolutive in
lingua naturale o in linguaggio aritmetico. Il linguaggio algebrico é pressoché assente
perché essi non sono riusciti ad operare con il valore letterale “a”. Gli studenti di prima
superiore hanno applicato il procedimento aritmetico o il metodo aritmetico-algebrico e
hanno eseguito calcoli algebrici anche se con qualche errore. Gli alunni non hanno
utilizzato nessuna delle strategie algebriche previste nell’analisi a-priori. Quindi i
procedimenti in lingua naturale €/o in linguaggio aritmetico prevalgono come strategie
risolutive, in assenza di un’ appropriata padronanza del linguaggio algebrico (ipotesi 2).
Daquesto punto di vista, si registra una chiara corrispondenzatra sviluppo individuale e
sviluppo storico.

| lavori sperimentali presentati nel terzo e quarto capitolo hanno I’ obiettivo di studiare
I”aspetto relazionale-funzionale della variabile nel problem-solving, considerando i
contesti semiotici dell’ algebra e della geometria analitica. Si pretende analizzare se la
nozione di incognita interferisce con I'interpretazione dell’ aspetto funzionale e se la
lingua naturale e/o il linguaggio aritmetico prevalgono come sistemi simbolici in
assenza di adeguata padronanza del linguaggio algebrico. Si vuole anche indagare quali
difficolta trovano gli alunni per interpretare il concetto di variabile nel processo di
traduzione dal linguaggio algebrico a quello naturale.

Per effettuare questa ricerca abbiamo messo a punto un questionario composto di
quattro quesiti sull’ equazione lineare in due variabili. Nel primo e nel quarto la variabile

assume |’ aspetto relazionale-funzionale nel contesto di una situazione problematica
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concreta. Nel primo problema I’alunno € libero di scegliere il contesto risolutivo nel

guarto, invece, lo si costringere ad operare nell’ambito della geometria analitica. 11

secondo quesito chiede la formulazione di un problema che possa risolversi utilizzando

un’ equazione data e il terzo pretende I'interpretazione di due relazioni di uguaglianza:
ax+by+c=0ey=mx+q.

La sperimentazione e stata realizzata in due fasi. Alla prima hanno partecipato 111

aunni di 16-18 anni del Liceo Sperimentale che hanno risolto il questionario

individualmente. La seconda sperimentazione e stata realizzata con quattro alunne di

terzaliceo scientifico che hanno lavorato a coppie.

Dall’analisi dei dati si evince che le strategie utilizzate per risolvere il primo problema

sono le seguenti:

@ procedimento in lingua naturale: |I’alunno aggiunge un dato e trova una soluzione
particolare che verifical’ equazione. Questo procedimento conduce ad una soluzione
unica ed é gquello piu utilizzato dagli studenti. La concezione di variabile
predominante € quela di incognita.

@ metodo per tentativi ed errori in lingua naturale €/o in linguaggio semi-
formalizzato: generalmente aritmetico, conduce a piu soluzioni. Gli alunni
richiamano la dipendenza delle variabili, ma non compare ancora una concezione
forte dell’ aspetto relazionale-funzionale.

@ dtrategia pseudo-algebrica: € poco utilizzata dagli alunni e soltanto in alcuni casi
conduce alla soluzione corretta del problema.

Dallo studio realizzato si ricava che per risolvere il primo problema i procedimenti

risolutivi si appoggiano alla lingua naturale e seguono il ritmo del pensiero parlato entro

il quale si sviluppa e s opera il controllo semantico della situazione. Gli aunni

utilizzano anche, in modo esplicito o implicito, il linguaggio aritmetico in un contesto

non prettamente algebrico. Dall’analisi dei protocolli delle interviste si evince che il

linguaggio simbolico € completamente assente in uno di loro, mentre nell’atro é

utilizzato in modo superficiale, solo per comunicare, non per risolvere il problema

Quindi manca il controllo che pud operare la formula sul flusso del ragionamento

verbale. E' possibile falsificare cosi la seconda ipotesi: “la lingua naturae e/o il

linguaggio aritmetico prevalgono come sistemi simbolici, in assenza di adeguata

padronanza del linguaggio algebrico”. Quindi, Si registra una netta corrispondenza tra

sviluppo storico e sviluppo individuale.
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E’ interessante osservare che per risolvere il primo problema, gli alunni non utilizzano
registri rappresentativi visuali e che buona parte di loro risponde che il quesito ha
soluzione unica (variabile come incognita). Nel quarto problema, invece, con una
situazione concreta analoga alla precedente ma formulata nel contesto della geometria
analitica, gli studenti considerano che essa e verificata da una pluralita di soluzioni
(variabile in relazione funzionale).

Questi risultati dimostrano che gli alunni, con insufficiente padronanza del linguaggio
algebrico, possono considerare piu facilmente la pluralita di soluzioni in presenza di
registri rappresentativi visuali, evocando il modello mentale di retta.

Nel terzo quesito la maggior parte degli studenti ha interpretato le espressioni ax + by +
c= 0ey= mx+ g nell'ambito della geometria analitica, ma il modello di retta non é
stato richiamato nel primo problema. Cosi |la rappresentazione grafica & completamente
assente dal processo risolutivo. Questo comportamento chiamato “rifiuto della
visualizzazione” e gia stato rilevato nella ricerca didattica (Cfr. Eisenberg & Dreyfus,
1991; Vinner, 1989; Furinghetti & Somaglia, 1994; Chiarugi, |. et alii, 1995).

In questa situazione si presuppone che il “rifiuto della visualizzazione” sia dovuto ad
una questione di contratto didattico. Generalmente i problemi con equazioni proposti a
scuola s risolvono in un contesto algebrico dove la variabile assume |’ aspetto di
incognita. Le situazioni problematiche concrete non vengono mai risolte nell’ambito
della geometria analitica, richiamando registri rappresentativi visuali. 1 problemi di
geometria analitica proposti a scuola sono diversi. Nel quarto quesito, lo studente si
vede costretto ad utilizzare il modello di retta con la sua rappresentazione cartesiana
Quindi I'equazione diventa “percepibile’ attraverso il grafico e I'alunno riesce a
“visualizzare” piu facilmente la pluraita di soluzioni. E' possibile falsificare cosi la
quarta ipotesi: “L’aunno coglie piu facilmente I’ aspetto relazionale-funzionale della
variabile in presenza di registri rappresentativi visuali”.

E’ interessante rilevare che si manifesta una chiara convergenza con il punto di vista
storico. La nozione di incognita appare nella risoluzione di problemi che richiedono il
calcolo di una o piu quantita ed esercita un forte predominio nei procedimenti risolutivi
fino al 600. Storicamente la concezione relazionale-funzionale compare spesso in
presenzadi registri visuali: tabelle, curve, descrizioni di un moto, ecc.

Dall’indagine statistica e dall’analisi qualitativa dei protocolli si evince che I’alunno &
pit propenso a considerare la variabile sotto I’aspetto di incognita (cercando I’ unicita

della soluzione dell’ equazione lineare) nel contesto di una situazione concreta e in
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assenza di registri rappresentativi grafici. In pochi casi, pur prevalendo la concezione di
incognita, si verifica il passaggio dalla singola soluzione ad una pluralita di soluzione.
Questo avviene attraverso 1 sistemi di equazioni. In altre parole, per questi alunni le
infinite soluzioni costituiscono un insieme di soluzioni singole che provengono dalla
risoluzione di diversi sistemi lineari che contengono |’ equazione data. Di conseguenza,
non si pongono il problema dei vincoli imposti dal contesto in cui |'espressione &
considerata.

Nel cas in cui prevale la concezione relazione-funzionale della variabile, le infinite
soluzioni dell’ equazione lineare costituiscono un insieme di coppie di valori che si
ottengono variando uno di loro e calcolando I'altro a partire dalla dipendenza tra le
variabili. In questo modo, gli alunni riescono anche a considerare i vincoli al’ universo
numerico imposti dal senso contestualizzato dell’ equazione.

Quindi, si puo affermare che si manifesta una certa interferenza della concezione di
incognita su quella funzionale, nel contesto di una situazione problematica e in assenza
di registri rappresentativi visuali (Ipotes 1). In ogni caso, crediamo che la questione
deva essere ancora approfondita analizzando come puo avvenire il passaggio da una
concezione all’altra senza interferenza, nel processo di risoluzione di una situazione
problematica.

La traduzione dal linguaggio algebrico (6x — 3y = 18) a quello naturale si rivela un
compito difficile per gli aunni, quindi & possibile valicare anche laterzaipotes.

Alcuni ragazzi riescono a produrre il testo di un problema che non risulta significativo
per la relazione data. Altri, invece, s limitano a realizzare una manipolazione
puramente sintattica della formula, perché confondono [I'attivita di risolvere
un’'equazione con quella di inventare un problema a partire da un’equazione. Si
presuppone che questa difficolta sia dovuta ad una questione di contratto didattico: a
scuola generalmente si risolvono problemi, non si inventano.

La formulazione di un problema a partire da un’ equazione implica fondamentalmente

tre attivita

@ Scegliere un contesto adeguato per dare significato all’ equazione;
@ ldentificare gli oggetti del contesto che rappresentino le variabili;
@ Individuare le proprieta degli oggetti messi in evidenza dalla relazione espressa

nell’ equazione.

Dall’analisi dei protocolli delle interviste si ricava che il punto critico e precisamente:

“individuare gli elementi del contesto da associare ale variabili”. In un protocollo si
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osserva il tentativo di formulare il problema in un contesto di “mercato e mele”, male
alunne non riescono ad identificare x e y con le quantita di mele appartenenti a due
soggetti-oggetti diversi: siano due commercianti, due cassette differenti, due varieta
diverse, ecc. Cosi formulano il testo di un classico problema aritmetico con valori
numerici specifici (i coefficienti dell’equazione); nel tentativo di migliorare la
formulazione, riescono solo ad inserire una variabile e quindi abbandonano questo
contesto.

Le due coppie risolvono il quesito producendo un testo analogo a quello del primo
problema. Questo significa avere a disposizione il contesto “soldi e scommesse” e gli
elementi “due persone che giocano”. Occorre solo adattare le proprieta degli oggetti alla
nuova relazione espressa dall’ equazione. Eravamo certi che questa attivita avrebbe
significato parafrasare il testo del primo problema, invece non si e rivelata cosi ovvia.
Una coppia ha avuto bisogno di fare emergere le variabili nel testo del problema e di
interpretare il segno meno della sottrazione; la loro formulazione finale € il risultato di
un’ elaborazione graduale e a piccoli passi.

Nel due protocolli st manifesta chiaramente un importante scollamento tra il linguaggio
simbolico e la possibilita di trovare un contesto diverso da“soldi e scommesse” per dare
un significato all’equazione. Si presuppone che non si tratti della mancanza di una certa
dose di inventiva, ma da un insufficiente controllo sui simboli che si manifesta
nell’impossibilita di associare le variabili a certi elementi del contesto.

Quindi, si evince che una formula in sé non attiva forme di pensiero produttivo, non
viene assolutamente considerata come modello interpretativo di un problema o meglio
ancora di unaclasse di problemi.

Nella costruzione del linguaggio algebrico I'espressione di una classe di problemi
mediante una formula é sata il risultato di una lunga conquista, perché ci sono due
livelli di concepire la generalita di un metodo: uno riguardante la possibilita di
applicarlo ad una pluralita di casi particolari, e I'altro relativo la fattibilita di esprimerlo
attraverso il linguaggio dell’ algebra simbolica. Il secondo livello si raggiunge soltanto
con I'introduzione dei parametri, cosi intere famiglie di problemi possono essere trattate
mediante procedure concise, cioé attraverso una formula

Per approfondire queste conclusioni sarebbe interessante a studiare il primo livello di
generalizzazione, analizzando la relazione esistente tra le variabili di un’equazione e gli
oggetti del contesto che le rappresentano da una prospettiva semiotica del discorso.

Sarebbe importante studiare come avviene la costruzione del senso di un’espressione
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simbolica nello spazio nel quale il dominio della narrativa ssmbolica non si & ancora
raggiunto completamente e la storia del problema e appena abbozzata (Cfr. Radford,
2002).

Altri questioni centrali che emergono da quedta ricerca e che sarebbero interessanti di

approfondire sono le seguenti:

@ come potrebbe avvenire il passaggio dalla concezione di incognita a quella
relazionale-funzionale (0 viceversa) senza interferenza, nel processo di risoluzione

di una situazione problematica?

@ in quale modo il contesto semiotico influisce sulle concezioni della variabile dal
punto di vista dell’alunno? In atre parole sarebbe interessante studiare I’ interazione
di altri contesti: linguaggio naturale, linguaggio geometrico, schemi percettivi, ecc.
con I’ operatoria degli alunni nell’ ambito strettamente algebrico.

@ quale influenza esercitano la visualizzazione e la coordinazione di diversi registri
rappresentativi nella risoluzione di problemi sulle concezioni della variabile dal
punto di vista dell’ alunno?
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