Article Publié in la matematica et la sua didattica n. 1- 2001 pp. 5-30 Traduction Maria Polo du texte
L’ enseignement des mathématiques dans la scolarité obligatoire : micro et macro-didactique (non encore
publié en francais).

L'enseignement des mathématiques dans la scolarité
obligatoire :

Micro et Macro - didactique

1. A l'aube d'un nouveau ... millénaire?

A l'aube d'un nouveau siecle, il est d'usage de sinterroger sur ce qu'il apportera. Quelle sera sa
capacitéarésoudreles questions qui se posent aujourd’ hui, et quelles seront |es questions nouvelles
gu'il pourra se poser et résoudre. Cet exercice est périlleux. Il aboutit le plus souvent a des
prédictions dont certaines ne manquent pas de soulever I'hilarité des générations suivantes tant
elles montrent d'ignorance et de prétention de la part de ceux qui sy sont livrés imprudemment.
Que dire dors a I'aube d'un nouveau millénaire? Mais, quoiqu'il arrive, I'homme vit de
perspectives, de craintes et despoirs,. C'est pourquoi, malgré la conscience aigué de mon
outrecuidance j’ accepte aujourd’ hui de livrer publiquement mes réflexions. Je compte sur votre
indulgence. Elles seront donc a court terme et porteront sur quel ques aspects del’ enseignement des
mathématiques dans la scolarité obligatoire, et sur le développement de nos connaissances
scientifiques sur les phénomeénes didactiques.

Du 16'°™ au 19'°™ siécle, le monde connait une explosion de la production industrielle et des échanges
commerciaux, apres plus de quatre mille ans de pratique. Elles ont donné I'illusion que I’ &ge d' or était a nos
portes. Mais ¢ est seulement apartir de lafin du 18'“™ que I’ on commence aentrevoir lanature des phénomenes
économiques puis qu’ on en entreprend |’ étude scientifique. Les connaissances économiques sont encore bien
hésitantes aujourd’ hui malgré les moyens considérables qui leur sont consacrés, et I’économie elle méme
échappe largement au contr6le que nous souhaiterions exercer sur elle. |1 afallu beaucoup detempset d' efforts
pour se convaincre de I’ inefficacité des actions vol ontaristes fondées sur des analyses sommaires et naives.

Je crois que I'explosion des moyens techniques du traitement et de la diffusion des informations et des

connaissances apparaitra comme l'une des caractéristiques dominante de la fin du 20'°™ siécle. Elle donne
I"illusion que les probléemes de I’ enseignement vont s’ en trouver résolus puisque tout |e monde aura acces atous
lesavairs... maisapréesdes milliersd’ annéesde pratiquel’ étude des conditions de ladiffusion des connai ssances
— ladidactique- commence a peine, et les moyens mis en cauvre sont encore dérisoires.

Certaines analogies entre les deux phénomenesfaciliteront I’ examen des perspectives qui nousintéressent. Vous
pouvez déja deviner lesquellessans doute : |l existe des phénomeénes de didactique qui se développent

inexorablement a I’insu des acteurs mais qui ont des conséquences bien visibles; leur controle échappe aux

praticiens ; la connaissance de ces phénoménes doit se développer, non pas principalement comme norme ou

comme prati que mais comme science. Ce dével oppement sera vraisemblablement lent etc. Mais suivant ledicton
«comparaison n’est pas raison», Un débat sur I’ émergence d’ une science nouvelle manquerait d’intérét s nous
N’ en percevions pas les enjeux et si ces enjeux N'avaient pasun rapport assez étroit avec nos préoccupations de
citoyens et d enseignants. C’ est pourquoi je baserai mon propos sur |’ enseignement des mathématiques dans la
scolarité obligatoire ; que doit-on et que peut-on enseigner a« tous » et aquelles conditions ? Cette évocation

permettrade présenter quel ques aspects de ladidactique actuelle qui permettront aleur tour d’ esquisser quelques
perspectives.
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2. Des conditions qui rendent des enseignements impossibles ?

1. La proportionnalité a I'école, aujourd’hui

a) Traditionnellement, la proportionnalité était la notion la plus importante des notions éémentaires
aprés celle de nombres. En mathématiques, elle avait été fondamentale jusqu’a la fin du 18°™ siécle ou elle
servait adéfinir ouintroduirelesnotionsdefonction, desérieetc. Dans|’ enseignement, ellerestel’ épinedorsale
pour larésolution des problémes élémentaires jusque dans | es années 70.

Les nombres sont utilisés aujourd’ hui a1’ école primaire avec trois statuts différents :
- ils servent a exprimer une mesure comme dans « 3m » et n'ont de sens qu’ accompagnés
d'une unité (nombre « concret »)
- ilsexpriment un rapport, un nombre de fois etc. (nombre abstrait, scalaire)
- ilsexpriment le coefficient d’ une fonction linéaire, représentent cette fonction et peuvent
étre alors accompagnés ou non de I’ expression d’' une dimension physique (comme F/m,
Km/H, etc.)
En France, les notions de « proportions » et de «rapports » ont disparu des progranmes, ainsi que les termes
relatifs aux structures comme « ensemble », « application » ou « fonction » etc. Presque tout le métalangage de
ce genre de questions, classique ou moderne s'est « libéré » du formalisme mathématique ou a disparu.

b) Dans sa thése récente, Eugéne Comin' montre le désarroi des enseignants et des ééves dans la
reconnaissance de ces statuts et dans|’ usage des notions correspondantes. Suivant son écriture, safonction ou sa
place dans un probléme, le nombre 5 en tant que 30 /6 peut s appeler : coefficient de proportionnalité, opérateur,
rapport, quotient, quotient exact, quotient euclidien, quctient entier, quatriéme proportionnelle, raison,
multiplicateur, fraction, division et méme proportion comme dans lavie courante.

Il reléve alors que le terme «rapport » étant exclu des programmes d’ enseignement, les éléves et les maitres
utilisent le seul terme dont ils disposent : coefficient de proportionnalité... ce qui conduit « mécaniquement » a
deserreurs si on veut appuyer les algorithmes par un raisonnement ou par un discours.

Ainsi lorsque des ééves considérent un «tableau » de nombres et se demandent s'il « est de proportionnalité »
ils ne peuvent désigner un rapport externe que par |’ expression « coefficient de proportionnalité »

c) Eugene Comin reléve alors que 90 % des candidats a un concours de recrutement des professeurs
d’école et plus de la moitié des enseignants en service acceptent de dire que « s le reste de ladivision d' un
nombre par un autre est 0 les deux nombres sont proportionnels » !

Seulement 40% des éléves de «seconde » (10°™ année d’ études) reconnaissent une partie du graphe d une
application linéaire dans un tableau de proportionnalité et 50% reconnaissent un lien entre linéarité et

proportionnalité.

La moitié seulement des enseignants interrogés donnent des réponses conformes aux usages a la question

« Quels nom pensez vous que les éléves doivent donner au nombre 5 dans chacun des exemples suivants:: ... » et
les désaccords sont du méme ordre lorsqu’il s agit de leurs propres connai ssances.

Pourtant, le champ des problémes que les éléves peuvent aborder a I’ aide de leurs techniques s’ est beaucoup
rétréci, mais sauf sur les caslesplus stéréotypés|lesrésultats restent faibles et augmentent relativement peu entre
le cours moyen et [a4'"™ (4°™ a8'“™ année).

d) En dixieme année les techniques sont : I’ utilisation du rapport interne (11%) I’ utilisation du rapport
fonctionnel (27,5%) et la technique des produits en croix (34%). Cette méthode, directement importée de
I’ algebre ne peut pas étre controlée par le « sens » donné aux grandeurs en présence comme il est nécessaire de
le faire en arithmétique élémentaire. Quelle grandeur est le produit d’ un nombre de chaussures par le prix d'un
autre nombre de chaussures ? et pourquoi serait il égal au produit du prix des premieres par le nombre des
secondes ? C’ est pourtant celle qui est déjalaplus utilisée en 6'°™ année. Ceci expliquerait-il cela?

€) En méme temps que les notions anciennes, I’ étude des grandeurs est sortie des mathématiques.
L’ expression des unités a été chasséedel’ écriture des calculs afaire, peut étredefagon asimuler déslapremiére
annéeles écritures numériques utilisées en algebre dans|e secondaire. Lesmathématiciensont retenu I’ étude des
structures d’ espaces divers, en particulier mesurables, et, sauf en géomeétrie, ilsont rejeté versles utilisateursla
détermination et |’ étude des grandeurs auxquelles ces notions théoriques peuvent s appliquer. De ce fait, la
notion de proportionnalité n'a plus d'usage et doit disparaitre. Deux grandeurs mesurables peuvent étre
proportionnelles, elles le sont par exemple indépendamment des unités al’ aide desquelles on les mesure. Mais

! COMIN Eugene. “Proportionnalité et fonction linéaire. Caractéres, causes et effets didactiques des

évolutions et des réformes dans |a scolarité obligatoire.” Octobre 2000. Thése de I'Université Bordeaux 1
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dans une application linéaire, I’ ensemble de départ et I'ensemble d’arrivée nesont rienI’un al’ autre apriori : ils
peuvent étre le méme ensemble. C'est |’ application qui aou n’a pas les propriétés de linéarité. Cependant, si la
détermination de cette application par une formule algébrique est familiére au professeur, latache est beaucoup
plus difficile en arithmétique élémentaire pour les éléves. Serait-il devenu impossible de ce fait d’ enseigner
correctement larésolution des problémes é émentaires de proportionnalité dans la scolarité obligatoire ?

f) Denombreuses recherches ont répertorié et enrichi lestypesdesituationsou lalinéarité est utilisée au
niveau élémentaire avec des motivations distinctes (nécessité logique, lois physiques, besoin d’ équité dans les
rapports sociaux, etc.), d’ autres ont donné des exemples de genéses mathémati quement propres des différentes
structures numériques en usage, lamoitié des maitres ne distinguent pasrationnel s et décimaux, d' autresenfin en
psychol ogie notamment ont décrit minutieusement les différents schémes et procédures suivies par les éléves,
constate Eugene Comin. Ces recherches ont été mises a la disposition des maitres et des formateurs. Si elles
n'ont pas eu d' effet ou méme si elles ont peut-étre parfois aggravé lasituation (en suggérant des modifications
inopérantes ou aux effets imprévus) ne serait-ce pas parce qu’ elles se sont centrées sur les acteurs en présence :
I"enseignant, |’ éléve, les connaissances, les manuels ou les matériels etc. D’ autres types de conditions seraient-
elles requises pour qu'un enseignement puisse se réaliser ? La manipulation inconsidérée des conditions
didactiques de I’ enseignement pourrait-elle rendre impossible |’ enseignement de certaines notions ?

2. D’autres notions subissent des effets similaires

Ces observations viennent se joindre a d’ autres pour former un réseau de présomptions.

a) Jodl Briand® a montré que |’ apprentissage du comptage était tributaire de celui de I’énumération,
lequel n’est pas percu —et donc pas utilisable - par les professeurs, parce qu'il n’existe pas en tant que savoir
mathématique. Ainsi le réle des institutions et de la société toute entiére dans la diffusion des connaissances
mathématiques pourrait étre prépondérant pour certaines réussites ou certains échecs que |I'on impute
actuellement aux seuls professeurs ou éléves.

b) Par exemple, parce qu’ en tant qu’ étudiant ils ont appris a opposer « raisonnement » et « calcul » et
parce que le modéle du raisonnement mathématique est celui exposé en logique et qui est utilisé en géométrie,
les professeurs ne considerent plus I’ organisation des calculs d arithmétique élémentaire et méme I’ algebre,
comme du le fruit de raisonnements et ils n'y voient plus de démonstrations. Comme de plus certaines
idéologies les conduisent a associer a ces statuts de «calcul » ou de «raisonnement » des méthodes
pédagogiquestres différentes en ce sensqu’ ellesfont appel soit alarépétition et alamémoire par oppositionala
compréhension et a I'explication, et comme enfin ces méthodes sont tenues en estime de facon trés
différentes aujourd’ hui, il en résulte des méprises (Dominique Woaillez).

¢) D’autres emprunts de répertoires didactiques entre des institutions différentes peuvent avoir des
résultats similaires. Ainsi Florence Esmenjaud- Genestoux® montre qu’ & une époque récente, |es professeurs
francais ont simplement renvoyé aux éeves (et donc aux parents) laresponsabilité de I’ apprentissage des tables
(parcequ’il apparaissait alorsrépétitif et non technique. Quand aujourd’ hui ilsreprennent cette responsabilité,ils
le font avec les méthodes des parents (simple répétition). Ainsi vidé de son contenu et de ses étayages
mathématiques cet apprentissage a perdu une bonne part de son intérét et de son efficacité.

d) Dans une thése récente Edgardo L ociaEspinoza® montre que I’ usage des contre-exemples est trés
fréguent et présent dans |’ activité mathémati que des mathématiciens, mais que le travail mathématique tend ale
faire disparaitre des textes. Ces derniers étant repris comme des modéles de raisonnements pour les éléeves,
I" usage des contre-exemple est raréfié dans | es situations d’ enseignement.

3. Conséquences

Tous ces travaux, établis dans le cadre de la théorie des situations, prolongent et confortent ceux de I’ école
d’ anthropologie du didactique, conduits par Yves Chevallard et sont illustrés par d' autres encore. Une partie de
la communauté mathématique peine a renoncer a I'idée que les mathématiques peuvent rester stables «dela
maternelle a I’université» pour peu que I'enseignement s adapte aux organisations mathématiques qu'ils
proposent. |ls résistent a I’idée que, pour étre enseigné dans une autre institution, un savoir doit subir une
transposition, c'est a dire une adaptation qui en change la forme, le sens, I’ usage, et donc les conditions de
validité. En conséquence, ce que soutient René Guitart”: M = P = E (les mathématiques du mathématicien, du

“BRIAND Joé&l "L'énumération dans le mesurage des collections, un dysfonctionnement de la transposition
didactique'. (Thesedel’ Université Bordeaux 1, 1993)

¥ ESMINJAUD-GENESTOUX Florence. « Fonctionnement didactique du milieu culturel et familial dansla
régulation des apprentissages scolaires en mathématiques ». octobre 2000. These de I'Université Bordeauix 1
* Egardo LOCIA-ESPINOZA “Les contre-exemples dans |’ enseignement des mathématiques” (Thése de
I’Université Paul Sabatier, Toulouse 3)

® René GUITART « la pulsation mathématique » L’ Harmattan p286
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professeur et de I’ éléve sont les mémes) N’ est pas un état « naturel » ou uneloi, ¢'est un idéal que ladidactique
se donne le projet d approcher autant que possible par des moyens appropriés, méme si ¢’ est aussi une fiction
nécessaire au bon fonctionnement de la relation didactique.

La communauté a peine a reconnaitre que I’ activité propre de celui qui apprend (éléve ou ingtitution), a parfois
pour résultat des erreurs |égitimes, et méme la constitution d’obstacles, quelle que soit la qualité de
I’ enseignement regu. Les mathématiciens, et le public ont du mal a accepter ces écarts autour du « vra » savoir,
et les professeurs ont du mal a les prendre en charge autrement que comme des fautes. Tous enfin peinent a
croire que ces phénomenes ne seront pas régul és efficacement tant que I’ on ne possedera pas les connai ssances
spécifiques nécessaires, et que ces connaissances sur le fonctionnement des mathématiques et sur les
mathématiques doivent surgir de la communauté mathématique elle-méme et que vraisemblablement elles
devront figurer dans laformation des professeurs de mathématiques.

3. Sur I'enseignement des mathématiques dans la scolarité obligatoire

1. Remarques préliminaires
Avant d’ évoquer ce qui peut étre enseigné, quelques remarques seront utiles

a) Sur I’ articulation général e des enseignements de mathématiques de |’ école primaire aux
divers niveaux scolaires.

A chague niveau scolaire, les mathématiques qui peuvent étre enseignées sont une transposition des
mathématiques connues, elles en différent d autant plus que le niveau scolaire est plus bas. Elles doivent donc
étre organisées spécifiqguement pour étre enseignées a un niveau puis reprises et réorganisées aux niveaux
suivants.

Conclusions : pour pouvoir enseigner une notion mathématique a I’ école primaire, un professeur d’école a
besoin de posséder certaines connaissances mathématiques supplémentaires, différentes de celles qu'il veut
enseigner relativement & cette notion, mais bien spécifiques.

Il ne suffit donc pas de citer une notion mathématique pour évoquer aupres des professeurs le contenu d’un
enseignement a |’ école primaire et a fortiori la forme et la signification qu’elle peut prendre avec les éléves
(indépendamment de toute considération pédagogique.

L’ expérience montre que dans |es conditions actuelles de leur formation professionnelle, il n’ est pas possible de
compléter ni de modifier sensiblement la plupart des connaissances mathématiques “ de base” des professeurs
d’école. Cette impossibilité reste largement vraie quel que soit le “niveau mathématique” atteint par ces
professeurs dans les mathématiques de I’ enseignement secondaire. Dans ces conditions, I’ utilisation (et lanon
utilisation) pour |’enseignement primaire des connaissances mathématiques rendues disponibles par les
enseignementsdu collége est loin d’ étre sati sfai sante (anti ci pations prématurées et incorrectes, multiplication de
vocabulaires relachés, etc.).

Conséquences : les seuls enseignements qui peuvent étre proposés dans un premier temps a |’ école primaire
avec quelques chances de succes, sont ceux qui peuvent étre maitrisés avec les mathématiques telles qu’ elles
sont apprises (et non pas enseignées) au collége.

Remar que. Cette condition devrait limiter fortement certaines ambitions précipitées. Mais si les réformateurs
I” ont souvent ignorée ¢’ est afin d’ obtenir desmoyens de lapart d’ autorités plusintéressées par |e spectacul aire et
le court terme que par I’ intérét éducatif et |’ efficacité réelle de leur action.

Les mathématiques enseignées au collége ne sont pas bien adaptées a I'école primaire. Par exemple les
professeursd’ écol e ne connaissent pasbien les structures numériqueset I’ arithmétique élémentaire, ils ne savent
pas bien résoudre les problémes élémentaires autrement que par I’ algébre, ils n’envisagent d'initier les éléves
aux relations spatiales que par le biais de la géométrie etc.

Conséquence : Sans reconstituer I’ antique forteresse des connaissances primaires, il serait utiled' introduire au
collége un minimum d'instruments mathématiques d' articulation, “de contréle” et de “ cl6ture” relatifs aux
acquisitions du primaire et aux notions nouvelles visées. Ces modifications ne seraient d' ailleurs pas inutiles
pour les études longues.

Il est nécessaire d’ effectuer ces corrections dans la perspective de modifications futures de programmes.

Pour que des mathémati ques spécifiques de |a maitrise des connaissances de |’ école primaire puissent exister au
college, il faut qu'elles y soient enseignées par des professeurs de collége qui eux-mémes, possedent les
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connaissances mathématiques complémentaires nécessaires. On pourrait espérer que les mathématiques
“minimales” requises pour accéder aux niveaux supérieurs exigées par les professions mathématiques
contiennent aussi |esinstruments mathématiques nécessaires aleur enseignement et donc aleurstranspositions.
Tel n'est pas le cas. Or, on a pu observer récemment en France I'ignorance, pour ne pas dire le mépris,
officiellement affiché a I'égard des connaissances mathématiques spécifiques de |'école primaire (et a
I’ enseignement en général) dans laformation des professeurs de college. 1l en résulte que les diverses tentatives
des partenaires pour corriger les défauts de |’ articulation entre |I'école primaire et le collége sont toujours
empiriques, toujours fondées sur des représentations erronées et différentes, et toujours en échec.
Conséquence: il est indispensable d' introduire dans la formation mathématique des professeurs de collége, un
minimum des connai ssances mathémati ques nécessaires a la compréhension des connai ssances mathématiques
de I’enseignement primaire, et de montrer leur position par rapport aux mathématiques qu'ils ont apprises a
I’ université.

Il est aussi indispensable, pour cela, que ces mathématiques soient pergues comme nécessaires et respectables
par les*” connaisseurs” (lanoosphere) et donc par |es mathématiciens eux-mémes.

Divers travaux montrent que les nombreuses influences didactiques et pédagogiques qui se sont manifestées
depuis cinquante ans, entre autres par de nombreux trains de réformes, ont profondément modifié et opacifiéles
pratiques et les connaissances mathématiques disponibles pour I’ enseignement élémentaire. |1 existe un écart
considérable entre les représentations que s'en font les divers partenaires, y compris les professeurs, et le
déroulement effectif des cursus scolaires. Cesreprésentations erronées affectent I’ efficacité desenssignementset
en rendent chaotiques la conduite et |es réformes.

Conséquences: Une modification du cursus, méme modeste, doit étre précédée et accompagnée par un
ensembl e de mesures d’ explication et de formation en direction des diverses institutions concernées.
Commentaire. La sous-évaluation du colt social, culturel et financier des réformes conduit les décideurs a
proposer d’ énormes utopies dont les exigences contradictoires ravagent les pratiques des professeurs.

Par contre les modifications “réalisables” (dont |'efficacité a pourtant été calculée et prouvée
expérimentalement, par exemple une simple modification de la disposition des calculs pour effectuer les
multiplications et lesdivisions), soit, paraissent dérisoires et ne sont pas entreprises, soit échouent par suited’ un
engagement insuffisant.

2. Qur |” évolution, voulue ou non des pratiques de |’ enseignement de certai nes mathématiques
al'écoleprimaire.

Sur I enseignement des notions mathémati ques traditionnellement considérées comme nécessaires al’ école
primaire, nous avons pu faire les observations suivantes :

i. L’affaiblissement, considérable, signalé plus haut, des études legons et exercices relatifs alamesure
des grandeurs et a la connaissance du systeme métrique. (les machines a affichage direct on rendu
obsoléte I' utilisation des divers “ unités concretes pour la plupart des grandeurs). Cet affaiblissement
réduit aussi |a connaissance de lanumération décimale et par conséquent celle delasexagésimale, ainsi
que, tres sensiblement, le champ des problémes liés a de nombreuses pratiques sociales. (les achats et
les ventes sont maintenus, mais les échanges de monnaies, et tout ce qui concerne le commerce de
I’ argent est négligé ou exclu aors que son importance dans lavi e ordinaire des citoyens augmente).
Conséquence: Le couple <nombre; unité> n’est pas reconnu comme un objet mathématique et son
traitement est renvoyé “au physicien” (al’école primaire!) ou au praticien. Les normes pour leur
écriture sont flottantes. Le professeur, géné, fait effectuer lescalculssur lesnombreset rejettel’ écriture
des unités dans le texte. Banalement les unités sont oubliées et leur traitement réduit & sa plus simple
expression.

ii. Ladisparition del’ éude de laproportionnalité dans le secondaire a été étudiée plus haut

iii. Les professeurs ne « savent » pas résoudre |es problémes que les éléves pourraient résoudre avec des
connaissances a leur portée et introduisent des pratiques et des exigences directement issues de leur
formation en algebre. Leur formation dans ce domaine, toute orientée vers la pratique, ne leur permet
pas de distinguer les sauts épistémol ogiques qu'’ ils demandent aleurs éléves ni d'inventer les situations
didactiques qui permettraient de rendre ces connai ssances accessibles. (par exempleilsenseignent pour
lescalculsou lavérification delalinéarité, latechnique des produits en croix, qui néglige les grandeurs
en présence, fait perdrele sensdes opérationsen cours et rend plus difficilelaconception des propriétés
globales de I’ application).

Laquestion de savair si I’on peut et si I’ on doit algébriser I’ enseignement élémentaire del’ arithmétique
n'apasfait |’ objet d’ études suffisantes, Beaucoup d’ améliorations sont possibles, mais!’introduction de
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la pensée algébrique est impossible avant un certain age et I'articulation entre ces deux cultures
mathématiques (arithmétique et algébre) devrait pouvoir faire I’ objet d' éudes fructueuses. Mais les
pratiques vont beaucoup plus vite que les études au détriment des enfants et de la culture mathématique.

iv. Lesabus que les mathématiciens pratiquent couramment parce qu’ils ne risquent guére de s'y tromper,
tels que confondre I’ élément avec sa classe, |’ objet avec son nom ou son dessin, la fonction avec son
image, sont utilisés aussi par les professeurs qui les tiennent, bien a tort, pour des «simplifications
adaptées aux éléves », et pour desindices de proximité avec « les vraies mathématiques ». Par exemple
dire qu’ un segment de droite orienté est un exemple de vecteur n’est pas plus difficile que de définir «
un vecteur est un segment de droite orienté », ¢’ est plus exact et plus conforme aux usages.

v. Defagon générale les mathématique présentées aux éléves sont pleines de connaissances, introduites
visiblement trop t6t dans un environnement inapproprié, qui semble plus destinées a intriguer les
curieux et aborner un territoire interdit a certains qu’ a aménager véritablement un acces au savair.

Par exemple, I'introduction déa ancienne du symbole d’égalité a un niveau trop précoce ou avec une
culture didactique insuffisante, conduit jusgu’a un niveau scolaire élevé a des méprises et a des
difficultés récurrentes bien connues. L’ introduction du calcul littéral suit laméme voie.

Autre exemple, on avoulu introduire des symboleslogiques (en particulier lesigned’ implication) alors
queles professeurs ne savaient pas distinguer avec leursélévesdescasouil s agissait d’ uneimplication
dans I’ écriture des formules gu'ils traitaient (ou le symbole était 1€gitime), des cas ol il S agissait
d'inférences pour organiser la démonstration, auquel cas il n'aurait pas fallu utiliser ce symbole. Les
commentateurs n’ont pas retenu de |’ aventure qu’ on avait mal introduit un nouvel usage, mais que « le
formalisme était détestable ».

vi. Ces errements et quelques autres sont, en partie, des conséquences de I’ignorance des professeurs au
sujet de la structure du langage mathématique et du fonctionnement effectif des connaissances
mathématiques. L’usage “ sauvage” des raisonnements et des argumentations de tous types et
I"irruption incontrél ée de formalismesimportés sansréelle utilité ni compréhension y contribuent aussi.

vii. Dans le méme esprit |'étude de la «géométrie» tend a se substituer & celle e I'espace. Les
professeurs ne distinguent pas|’ une de I’ autre.

viii. L'absence d'initiation élémentaire aux statistiques ne prépare pas la compréhension de leur usage
dans les débats et les décisions de la société. Dans I’ ensemble les professeurs de collége ignorent
totalement ce domaine quand ils ne le méprisent pas. Les plus avertis n'y voient qu'un champ
d application pour des concepts et des techniques mathématiques. Culturellement et didactiquement
nous avons besoin de deux générations de professeurs si nous voulons corriger ce défaut et tenter de
rattraper les pays avancés dans ce domaine. Dans cette méme perspective la scolarité obligatoire
n'introduit pas le vocabulaire minimum de base pour traiter les événements incertains, ni méme pour
traiter | es événements advenus.

iX. On a pu observer, en méme temps que disparaissaient |es exigences formelles relatives a un langage
limité mais précis, une inflation de métalangage mal maitrisé et de glissements métadidactiques (le
professeur enseigne ses moyens d’ enseignement, son vocabulaire professeionnel etc.). Pour éviter des
usages exigeants, les enseignants et les auteurs de manuel s utilisent des discourstrés contextualisés, des
“ conventions implicites, et trés peu d'élucidations. Il est presgque impossible pour les auteurs
d ouvrages de tenir un discours mathématique “ correct ”.

X. Dans de nombreux cas la distance est assez grande entre ce qui est dit et ce qui est fait, par suite de
I’ usage grandissant de termes « savants » importés et peu adaptés aux décisions didactiques.

xi. La multiplication des objectifs et des contraintes tend & produire un émiettement des legons. Dans
certains cas cet émiettement aboutit aune compilation d’ algorithmes et d’ apprentissages formels. Dans
d’autres la «recherche du sens » conduit les professeurs a noyer leurs intentions dans un flot de
situations particuliéres, de détours et de méthodes finalement inefficaces pour satisfaire de multiples
exigences pédagogiques formelles inadaptées ou mal comprises. Par exemple, la mise en groupe, qui
peut étre un excellent moyen de multiplier les engagements pertinents des éléves dans les différents
usages de leurs connaissances peut devenir une technique «facile » et lorsqu’elle n’est pas effectuée
dans des circonstances favorable elle dévore un temps précieux en pure perte pour les é éves.

3. Sur lesrapports de la société avec I’ école obligatoire.

L’ école est un enjeu d’ abord pour |es parents mais aussi pour tous les idéol ogues et encore trop souvent un
terrain de jeu pour les politiques.

L’ école, seule, ne peut pas réduire les différences entre les hommes et préparer une certaine société future.
L’ absence de vrais débats fondés sur des informations sérieuses sur le fonctionnement et les possibilités
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effectives de |’ école, la mulltiplication des déclarations générales et des utopies a son sujet, rendent de plus en
plus difficile sa gestion.

Exemple: Il n'est pas possible pour I’ école de « tirer lemeilleur parti de chaque éléve, selon sesdispositions » et
en méme temps d’ orienter chaque éléve de fagon a satisfaire globalement la demande sociale. (la premiéere
condition conduit adesdistributions des é éves sur lesrésultats, essentiellement gaussiennes, incompatibles avec
les distributions correspondant ala deuxiéme condition. La gestion politique de ces contradictions est dans les
limbes. Elle se nourrit toujours de concepts « nouveaux » et de mots d' ordres transversaux qui sont le plus
souvent autant de leurres.

Il faut penser la formation mathématique des cing premiéres annéesdans la perspective des dix ansdela
scolarité obligatoire et non plus comme la formation mathématique de I’ école primaire. (La formation
mathématique de la scolarité obligatoire n’a pas pour unique objet de préparer tous les éléves aux épreuves des
baccdauréats scientifiques, et leur entrée dans |es faculté de mathématiques).

4. Sur les mathématiques et le traitement social de la vérité

L'école primaire doit permettre le développement de la personnalité rationnelle de I'éléve et lui enseigner les
comportements sociaux relatifs ala prise de décision et al'établissement delavérité et al'utilisation des savoirs

L'apprentissage le plus fondamental que les enfants puissent trouver dans les mathématiques a I'école
primaire me semble étre celui de la gestion personnelle et sociale de lavérité. Les mathématiques n'ont pas le
monopol e delarecherche delavérité maiselles sont |le domaine ou on larencontre | e plus précocement et ot on
peut apprendre alatraiter avec le moins de savoirs préalables.

Quand une déclaration mathématique est-elle "vraie'? Dans ce que I'éléve accepte ou apprend, quelle est
la part de ce qu'il peut constater par lui méme, de ce qu'il voit avec "évidence", de ce qu'il comprend dans ses
rapports avec un milieu "objectif"?

Comment apprend-il qu'il doit parfois changer d'avis?

Quélle est la part de ce qu'il doit accepter ou refuser de I'opinion des autres et par quels moyens?
Comment peut il les convaincre? Dans quelles conditions doit-il se rendre al'opinion des autres?

Que lui gporte la culture et I'autorité du maitre. Comment une vérité sétablit-elle dans la société,
comment se controle-t-elle, et quels avantagesy a-t-il alefaire? Quelle est 1a responsabilité de chacun dans ce
rapport alavérité?

Ces questions semblent bien éloignées des ambitions de I'enseignement primaire des mathématiques,
pourtant elles s'y présentent immanguablement trés tét et lafagon de lestraiter est d'une grande importance pour
les enfants et pour la société.

5. Sur la pratique du débat et la rhétorique naturelle des enfants

Il est souvent nécessaire de prévoir avec assurance, de savoir sans avoir a chercher, de comprendre pour
économiser delamémoire, de démontrer pour comprendre, de discuter pour aimer le faire, de sétonner pour le
plaisir d'interroger ses compagnons, etc.

L'éveil de I'enfant a ces pratiques, aux plaisirs et aux déboires qu'il y trouve, est pour le professeur des
écoles qui y est attentif une source permanente d'émerveillement. Je crois que la plupart des enfants sont
capables de raisonner et d'apprendre a raisonner trés jeunes a condition de leur en donner I'occasion, a bon
escient. |Is doivent pouvoir utiliser leurs forces avec une bonne efficacité, autant pour établir et comprendre la
vérité que pour apprendre des savoirs nouveaux. Pour qu'ils aiment le débat et ladiscussion, Il faut aussi leur en
faire respecter lesrégles et les leur enseigner.’

Letravail del'enseignant va consister a ménager ces occasions. Ce n'est pas facile car, en tant que moyen
d'action, lacompréhension est toujours- localement - pluschére quel'application d'un al gorithme. Pour acquérir
une connaissanceil parait toujours meilleur marché del'acheter que delarefaire soi-méme: laréflexion, le débat,
le raisonnement et la démonstration, ou lerecours al'expérience, parai ssent toujours extrémement plus colteux
gue I'emprunt des conclusions, |'application, I'étude ou I'apprentissage formel. Et c'est souvent vrai! De plus,
méme bien préparés et bien menés, les débats entre éléves peuvent souvent senliser dans du verbiage sans objet,
des "conflits" sans issue et des considérations sans intérét, entreprises dangereuses en ce qu'elles habituent
certainséléves afuir les"vrais' débats de savoir pour de fumeux artifices.

Mais la somme de comportements économiques |ocalement optimauix ne produit pas nécessairement un
processus - globalement - optimal. L'art didactique consiste & maintenir un équilibre entre des conditions
opposées qui tendent afaire échouer le projet.

®Voir P. ORUS-BAGUENA, Le raisonnement des ééves dans |arelation didactique, effets d'uneinitiation
al'analyse classificatoire dans la scolarité obligatoire These 1992 (LADIST)
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Car, pour que cet art puisse sexercer, il faut une bien meilleure connaissance des phénomenes qui agitent
et régissent la transmission des connaissances, le plus souvent a l'insu de ses protagonistes, et des indices qui
permettent de les déceler. 11 faut des moyens "techniques' c'est-a-dire des situations effectives, spécifiques de
chaque savoir, capables de déterminer les relations effectives que les éléves doivent établir et que le professeur
doit ménager et gérer. Il faut alafois une bonne connaissance -réaliste- et une représentation OPTIMISTE dece
gue PEUVENT faire les enfants, de ce qu'on peut attendre d'eux.

La premiére expérience qui me persuada de la possibilité d'organiser des situations de débats entre les
éléves del'école primaire, a propos d'énoncés de mathématiques, portait sur ladécouverte deladivision apropos
dela"courseavingt". Il y en aeu beaucoup d'autres depuis.

6. Sur la démonstration et |a preuve.

En tant que pratique sociale, la preuve est le moyen légitime de convaincre un interlocuteur : un tel
moyen doit respecter I'interlocuteur en n'utilisant seulement que son répertoire et que les informations dont il
dispose, lui, actuellement (répertoire logique, mathématique, scientifique...), et il doit exclure tous les autres
moyens de pression, rhétoriques (habileté formelle), psychologiques (tels que la séduction, |'autorité,
|'apitoiement) ou contrainte matérielle (menace, violence, etc.).

La pratique de la preuve se construit contre toute une série de barriéres psychologiques, culturelles ou
sociales telles que I'amour propre, l'instinct grégaire ou la fidélité... L'instrument de cette initiation est
|'apprentissage de la démonstration, non pas (seulement) comme savoir officiel mais comme moyen courant de
pratiquer la preuve (et de lalimiter a son domaine de pertinence).

Elle est fondatrice de I'individu, et particuliérement de I'individu rationnel, tout autant que des rapports
sociaux les plus essentiels. |l ne peut pasy avoir de démocratie sans une organisation sociale qui intégre le réle
de la connaissance dans la décision et sans une gestion commune et correcte du savaoir, de la vérité et de la
preuve.

A I'école primaire, cette formation civique fondamental e ne se formule pas, mais elle sefait aussi et peut
étre d'abord en mathématiques.

7. Sur les connaissances et sur les savoirs

Quelle est 1a place de ce que I'éléve comprend, de ce qu'il apprend lui méme et de ce qu'on lui suggére ou
gu'on lui enseigne et de ce qu'il étudie dans ce qu'il sait?

Résoudre un probléme ou connaitre une théorie mathématique mobilise un amalgame complexe de
connaissances et de savoirs. Distinguons-en deux, pour simplifier, et appelons " connaissances' les ressources et
les moyens, souvent implicites et complexes, développés plus ou moins spontanément, pour répondre aux
exigences du milieu (par exemple on connalt son quartier, on reconnait ses voisins sans pouvoir dire exactement
comment). Ces connaissances sont mises en oeuvre par un é éve danslarésolution des problémes pour solliciter
et organiser les formes explicites et institutionnellement acceptables qui constituent la solution. Appelons
"savoirs' cesformes, techniques et concepts (par exemple, savoir que les diagonales d'un rectangle sont égales).
Ils sont produits par les institutions, et destinés a permettre le repérage, la reproduction, le controle, la
justification et la diffusion des connaissances. Les connaissances ne sont pas la conversion, loin sen faut, des
savoirs utilisés officiellement pour la correction du probléme, elles ne peuvent donc pas non plus se convertir
directement en savairs.

L'usage et |'apprentissage des savoirs exige toujours la présence de connaissances relatives a la notion
enseignée (maisaussi ad'autres). Le professeur sattend ace quel'éléve convertisseles savoirs qu'il lui enseigne
en moyens de résolution des problémes qu'il lui pose, et inversement a ce qu'il convertisse en savoirs, des
connaissances qu'il considére comme cachées mais accessibles dans ses exercices.

Au cours de I'enseignement, les notions glissent d'un statut a un autre, mais a chague instant le professeur
ne peut en isoler une et latraiter avec un statut unique. Il gére ainsi un ensemble de notions dont quel ques unes
seulement peuvent étre explicitement traitées.

A I'école primaire, lapart des connaissancesindicibles maisnécessaires est parti culiérement importante et
délicate et la gestion de leurs rapports avec les savoirs enseignés ne |'est pas moins.

L 'enseignement de lagéométrie danslascolarité obligatoire offre des exemplestypiques des difficultésa
développer de fagon harmonieuse la connaissance de |'espace et les savoirs de géométrie, ainsi que I'ont montré
R. BERTHELOT et M. H. SALIN’

Dans les passages d'un niveau scolaire a un autre, il est souvent impossible pour I'enseignant du niveau
supérieur d'utiliser |es connaissances, pourtant acquises par ses éléves au niveau précédent, mais non converties

'R. BERTHELOT et M. H. SALIN, L'enseignement de I'espace et de la géométrie dans la scolarité
obligatoire. These 1992 ( LADIST)
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en savoirs évaluables (impossibilité due au fait, entre autres, que I'enseignant ignore ou est sensé ignorer les
situations, les exercices et | es méthodes utili sées par son prédécesseur, due al'absence de culture commune, ou a
un go(t prononcé pour les "questions vierges' ou supposées telles). En conséquence, les connaissances mal
gérées perturbent les apprentissages ultérieurs, de nombreux savoirs "fonctionnent” mal, et la progression est
ralentie.?

2. . Que peut-on enseigner en mathématiques dans la scolarité obligatoire ?
a) Lesquestions

Ce vaste probléme est sans cesse discuté dans tous les pays, je ne veux en évoquer que quel ques aspects.
Laquestion a été prise dans des sens différents, certains tres réducteurs.:

1. Qu'est-ce que le dével oppement psychol ogique et psychogénétique des enfants permet de leur enseigner
pendant |a scolarité obligatoire, sous réserve des conditions didactiques. et pédagogiques favorables ?

2. Que peut-on désirer enseigner aux éléves, compte tenu des finalités de la scolarité obligatoire et des
exigences ultérieures de la scolarité et de la société ?

3. Quelles améliorations, selon quels critéres peuvent étre envisagées par le moyen de modifications
"marginales’, ou au contraire « profondes », et aquels "codts' ? Que peut on enseigner de plus.

4, Qu'est-ce que les conditions didactiques et pédagogiques actuellement "disponibles’ dans le milieu
(enseignants, société) permettent d'enseigner aux ééeves ?

Deleur cété, lesréponses, leur forme et |'accent mis sur tel ou tel aspect, varient selon laposition deleurs
auteurs : responsables politiques en quéte d'actions prestigieuses ou de critiques faciles, scientifiquesde
divers domaines désireux d affirmer leur compétence, d exporter leurs connaissances ou de montrer
I’ utilité sociale de leur discipline, journalistes et noosphériens friands de nouveautés séduisantes, public
inquiet de recettesfaciles, enseignants sceptiques ou prompts aanticiper et ainterpréter defagon excessive
les hypothéses a I'étude, commercants divers intéressés a exploiter les ressources que le public peut
réserver al’ enfance etc. Il est bien connu que trop d'intéréts et trop d'enjeux sans véritables rapports avec
le bien privé et public des éléves sexpriment trop égoistement et trop fort en éducation.

Ma premiére remarque sera que les différents points de vue ne peuvent pas étre dissociés : L'adaptation
d'une connaissance mathématique aux possibilités et aux pratiques d'un niveau scolaire (et a l'inverse
|'adaptation des pratiques a un projet) dépend de nombreux facteurs. En particulier elle demande en retour
une adaptation et un consentement del'ensembl e des partenaires culturel s et sociaux et detoutela chaine
scolaire dont on sous-estime tragiquement la difficulté et |e temps de réponse. Nous examinerons cette
guestion dans le paragraphe qui suit. En attendant nous alons relever quelques unes des difficultés
observées

b). A propos des connaissances fondamental es de la scolarité obligatoire.

Les nombres (naturels, décimaux et rationnels) et leurs opérations constituent un objectif reconnu par
tous. Mais on observe de grandes difficultés (du moins en France) a obtenir une pratique fluide des
divisions avec des éléves normauix de 11 ans. Ce qui est interprété comme un échec di professeurs. Le
retard observé dans la maitrise de la soustraction et du calcul mental ne font guére de doute, mais les
causes incriminées dans ces retards sont diverses : priorité donnée a I’ homogeénéité des populations qui

alignerait les progrés sur les plus lents, désaffection des parents et des enfants pour une pratique

abandonnée dans la société au profit de I'usage des calculettes, dédain des enseignants pour une activité
« répétitive » vilipendée par les psychologues, au profit d’ activités plus « nobles ».

Les nombres semblent avoir changé de statut : Traditionnellement comme nous I’ avons d§aremarquéils
sont au service desmesurages de différentes grandeurs et se présentent donc presque partout accompagnés
d’unités (nombres «concrets »), les «nombres abstraits » étaient définis comme des rapports. Dans la
pratique actuelle, le professeur les considére implicitement et directement comme des objets
mathématiques. |Isne sont ni concrets, puisque |’ expression des unités est exclue de |’ écriture des calculs,

ni abstraits car le mot méme derapport adisparu des programmes et des manuels. Cette position permet au
professeur de considérer les calculs écrits par I’éléve comme des « égalités numériques » semblables &
celles que I’ on écrira au collége en « algébre ». Quelles sont les causes de cette évolution. Quel est son

impact sur les difficultés des éléves ? Faut-il et peut-on réintroduire sous une forme nouvelle peut-étre,

I'écriture et le traitement des unités de mesure, (comme le proposait Whitney) ainsi que les changements

8 J. CENTENO et G. BROUSSEAU Communication & |CME (Budapest)
et J. CENTENO, Thése postume "lamémoire de I'enseignant” (LADIST)
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d'unités et I'étude du systeme métrique (dont la quasi disparition affaiblit la connaissance de la
numération).

Lalinéarité est une propriété essentielle, mais Monsieur Comin, amontré que sa transposition didactique
dans la scolarité obligatoire sous forme de proportionnalité ne semble plus du tout satisfaisante.

Les grandeurs. Lesenfantsrencontrent et doivent connaitre différentstypes de grandeurs (ensemblesfinis
petits ou grands, segments, surfaces, "volumes', événements, angles, capacités, temps, vitesses et densités
constantes etc.). Méme si les propriétés d’ espace mesurable sont les mémes dans chaque cas, il semble
impossible de les tenir pour évidentes: I'étude des opérations propres a chaque type, c’'est a dire

I'identification des opérations correspondant a la réunion, a l'intersection et au complémentaire, etc., ne
semble pas superflue, aussi bien pour les mesure discrétes (dénomination des objets et des classes,

I'énumération des collections et les comparaisons de listes) que pour les mesures denses (ensembles
isométriques et transformations physiques | es respectant). La difficulté vient de ce que les grandeurs sont
sorties du domaine des mathématiques. La référence de I’ enseignement des mathématiques a I’ école ne
peut étre réduite aux mathématiques « savantes »

Le désir de faire précocement "comme en mathématiques' conduit les enseignants a plusieurs choix

discutables : faire écrire aux éléves des "formules numériques' correctes et abstraites qui préfigurent les
écritures algébriques ne serait peut étre pasimpossible maislefaire pour représenter leurs programmes de
calculs arithmétiques conduit sirement a fausser la signification des symboles mathématiques ("+" et
surtout "=") sans préparer en rien |'étude de |'algébre et prépare les malentendus futurs sur ce que les éléves
savent ou pas. Ce méme choix aconduit arejeter letraitement explicite des unités versles programmes de
sciences du collége et anetraiter que desnombres"abstraits' (sansd'ailleursrien faire pour les abstraire de
guoi que ce soit). Cette position met I'enseignement primaire dans |'embarras.

On ne peut vraisemblablement pas revenir en arriére maisil faut corriger cette dérive quel'on observe aussi
dans le développement d'un enseignement de "géométrie" excessivement ambitieux et coliteux en temps..
Il consiste essentiellement a"montrer" les objets et les propriétés qui seront étudiésplustard en géométrie.
Mais ces ostensions ne servent pas et elles brouillent le caractére déductif de la géométrie et le role de
"modéle d'une théorie mathématique" qu'elle devrait tenir dans le secondaire aors que I'étude des
connai ssances spatial es pratiques (comment représenter, sediriger, mesurer... dans|'espacefamilier, urbain
rural...) est négligée.

La résolution de problémes "de la vie courante" ou non devrait Sachever par un compte rendu ol les
éléevesdevraient montrer clairement lesexpressions arithmétiques qu'ilstraitent et lesidentifier (dénommer
cequ'ellesreprésentent), le programmedecalcul suivi (représenté) et qu'ilsdoivent justifier (oralement), et
les résultats. 1l faudrait donc leur faire utiliser (sans formalisme mais avec les termes démentaires
nécessaires), lesmoyens actuel s utilisés pour cestaches (expressions numeériques, déclaration, diagrammes,
valeur et unités.

Latendance a utiliser I'algébre dés les premiéres classes de |'écol e primaire se manifeste de plus en plus
bien que defagon trés confuse. Cette tendance vient de ce que | es professeurs d'écol e n'ont pas appris autre
chose, plutét que d'une décision raisonnée en fonction des éléves et des enseignements ultérieurs.
D’ailleurs des enquétes tendent a montrer que depuis que nous savons définir mathématiquement « une »
algebre, la connaissance de ce qu’'est I"agébre comme domaine scolaire s'est diluée. L'introduction de
I'algebre au collége en est, elle aussi, brouillée et semble se réduire a des collections de techniques
formelles.

Langage et rigueur. Il n'est pas possible de laisser entrer dans les classes n'importe quel vocabulaire et
n'importe quelle conception sous prétexte qu'ils sont utilisés quelque part hors de I'école, pas plus qu'il
N’ est possible de prétendre a un usage "parfaitement” monosémique et rigoureux du langage mathématique.
Or, lesformulations populaires reviennent en force (TV) et sont « |égitimées » par diversesidéologies.
De toute fagon, e sens des termes évolue avec |'environnement I'usage et | e niveau. "Donner du sens' est
utile, mais cela revient souvent a plonger une notion assez simple dans un univers "concret” qui la rend
beaucoup plus obscure et difficile et qui contrarie la compréhension et |'apprentissage. Une propriété
essentielle des mathématiques est de permettre de se débarrasser des conditions particuliéres.

I a été montré qu'il est possible assez précocement d'enseigner a la plupart des éléves de I'arithmétique
élémentaire, du calcul mental ou non, des rudiments dalgebre, et de vraie géométrie déductive, de
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statistiques et méme de probabilités, une construction mathématique des rationnels et des décimaux, des
élémentsdelogiqueetc. celasest fait Maisil n'est pas possible de"généraliser” atousles professeurset a
tous les éleves ce qui Sest réalisé dans des conditions particulieres (qu'elles soient d'innovation ou
d'expérimentation rigoureuse) ni de "tout faire".

L 'enseignement de ces connai ssances suppose qu'elles sont suffisamment utilisées et r épétées aux nivealx
suivants. Les transpositions nécessaires en changent le sens, qui doit étre repris et "régulé" atous les
niveaux. Ce qui précede implique que I'ensemble du processus est pris en charge par I'ensemble des
professeursdela scolarité obligatoire et au dela. Ladistance entreles cultures des professeurs des écoles
et celle des professeurs de colléges, ces derniers étroitement assujettis a la culture des lycée et des
préparations aux grandes écoles, est excessive et trés dommageable. 11 est indispensable de laréduire!

L es successions de trains de réformes souvent chaoti ques favorisent I'abandon des projets cohérents et des
pratiques éprouvées au bénéfice d'improvisations fugitives. Elles aboutissent a rechercher des positions
immeédiates de "moindre effort" pour les éléves et leurs professeurs, qui se révélent en fait ensuite trés
co(teuses (en efforts) sur le long terme.

Il faut aussi que les professeurs sachent (et conviennent de) distinguer leur savoir de celui de leurs éléves.
La tradition qui établissait implicitement un partage entre les connaissances de différents niveaux et par
conséquent entre celles du maitre et celles de ses élevestend adisparaitre lorsgue l es réformes se succedent
rapidement ; elle doit étre remplacée par des conventions sappuyant sur des techniques didactiques
connues ou apprises par les professeurs - ceux du niveau considéré et ceux des autres niveaux - et
acceptées par les autres. |l serait malvelllant d'assimiler ces propositions avec "un retour aux
mathématiques modernes' ou avec "les mathématiques anciennes' et de réveiller ainsi des maentendus
qu'il faut dépasser.

Rien n'est possible si 1aformation des professeurs de mathémati ques soumise auix deux conceptions. Selon
lapremiére, quasi officielle, il suffit de bien savoir "des' mathématiques « pures » (cellesviséeset plusou
moins bien atteintes en France pour I’ Agrégation et le CAPES) pour enseigner celles dont les enfants et la
société ont besoin. Les aptitudes pédagogiques se détectent au concours, le métier s acquiert sur leterrain.
L’ enseignement est un amateurisme distingué. Selon la seconde, a l'inverse, il suffit de compléter une
formation mathématique moins poussée mais plus ouverte par |’ enseignement de diverses branches des
sciences de I’homme, non spécifiques, comme la pédagogie, la psychologie cognitive, la sociologie, les
sciences de lacommunication etc. Entre ces deux conceptions aucune place n’ est réservée pour I’ étude des
connaissance scientifiques et des techniques propre ala didactiques des mathématiques.

4. Qu'entendons nous par didactique des mathématiques ?

a) Présentation

Le mot sonne mal dans les pays anglo-saxons, ol on préféere le concept plus flou de «mathematic
education ». Pourtant |e terme « Didactique » est trésancien. || apris des sens différents selon les époques
et les institutions qui I'ont utilisé. |l tend a désigner aujourd hui alafoisI'art d’ enseigner et les études
scientifiques de cet art. La didactique des mathématiques devrait donc englober I’ ensemble des recherches
sur la diffusion des connai ssances mathématiques.

Une partie de ces recherches peut relever d approches trés diverses mais classiques : psychologiques,

sociologiques, linguistiques, pédagogi ques etc. Ceux qui font ces recherches, quelle que soit leur origine—
y compris les mathématiciens —, peuvent s'intituler didacticiens des mathématiques, mais ils doivent

prendre ou garder e nom de la discipline d’ approche, celle qui garantit la validité de leur travail. Ainsi un
psychol ogue didacticien des mathématiques pourrait &tre un mathématicien qui achangé de discipline.

I1 existe cependant des problemes et des sujets ol |es compétences classiques— et mémeleur réunion- est
insuffisante. Un schéma répandu voudrait que ces problémes relévent d'une discipline générale, la
didactique, branche des sciences de I'éducation dont la didactiqgue des mathématiques serait une
spécification. Lesrecherches de cetype seraient I’ affaire desdi dacti ciens des mathémati ques. Or ceschéma
ne répond pas bien ala réalité de la plupart des recherches relatives ala diffusion des mathématiques et a
leurs résultats actuels, ni al’importance des enjeux qu’ elles représentent pour les mathématiciens.

L aproduction de chaque connaissance mathématique nouvelle rel éve de processus spécifiques originaux. I
en est de méme pour son apprentissage et son enseignement. Leur compréhension reléve d’ une activité
mathématique propre, elleeméme originale. Il existe donc des recherches ol les mathématiques jouent un
réle prépondérant non seulement comme objet mais aussi comme instrument d'études. De plus ces

recherches sont appel ées ajouer un réle important dans |’ organisation de la diffusion des mathématiques,
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en particulier dans celle dont les mathématiciens ne sauraient se départir. A ce doubletitre elles devraient
étre conduites par des mathématiciens didacticiens sous la responsabilité de la communauté des
mathématiciens.

C'’ est acesrecherches et aux connaissances qu’ elles produi sent que nousréservonsleterme de « didactique
des mathématiques », conformément a un usage magjoritaire dans les pays francophones depuis une
trentaine d’ années.

Dans la didactique des mathématiques telle que nous la concevons, on peut distinguer trois grandes sortes
d'activités.

1 La ““didactique fondamental e des mathématiques"

C'est I'étude des phénomeénes généraux liés aladiffusion des connai ssances mathématiques rel ativement
indépendants des thémes particuliers. Elle progresse par la mise en évidence de concepts, théories et
modeles et par la conception d'expériences permettant de les valider. Son objet principal est laconsistance
mathématique et scientifique des concepts, des méthodes et des théories dével oppésacejour pour I'analyse
de la diffusion des mathématiques. On constate que la plupart d'entre eux sont spécifiques aux
mathématiques. Ce n'est pas un a priori et rien ne soppose a l'utilisation de concepts plus généraux ou
venus d'autres domaines (didactiques, épistémologiques) si |'expérience démontre qu'ils sont pertinents
pour les mathématiques.

2. La didactique des mathématiques stricto sensu.

Elle étudie les probléemes didactiques particuliers se posant a propos d'une théorie ou d'un concept
mathématique (didactique de I'analyse, didactique de la continuité uniforme,...). Pour chacun de ces
thémes, ellesintéresse ason histoire, a son développement, a lamaniéredont il est enseigné, al'usage qui
en est fait tant par les éléves que par les mathématiciens, aux difficultés que souléve son appropriation, a
I'intérét qu'il présente dans |'apprenti ssage des mathématiques. Cette étude utilise naturellement des outils
créés par la didactique fondamentale, mais elle nécessite de les adapter aux problémes spécifiques et au
besoin en produit de nouveaux. Elle procéde par une confrontation permanente entre les théories et
I'expérience.

3. L'ingénierie didactique.
C'est ladidactique des mathématiques appliquée: al'aide desinstruments de la didactique fondamentale et
des résultats de la didactique proprement dite, €lle propose des " aides" al'enseignement. C'est lapartiela
plus visible par les non spécialistes mais, contrairement a ce que voudraient certains, la didactique ne
détermine pas plusl'ingénierie ou la pratique de I'enseignement que la thermodynamique ne détermine la
construction des moteurs. Cette étude ne peut faire abstraction des proj ets didactiques de la société. Ceux-
ci dépendant de nombreux facteurs (historiques, sociol ogiques, politiques...), cet aspect deladidactique des
mathématiques est nécessairement pluridisciplinaire.

Pour étre plus concret, voici quelques uns des domaines qui sont typiquement de la compétence du
didacticien mathématicien ou du mathématicien didacticien:

Décrireet analyser comment lesdivers utilisateurs, notamment les professeurs et les éléves, adaptent les
connaissances mathématiques et I'usage qu'ils en font. Identifier les causes de ces adaptations ou
“transpositions” et les difficultés qu'elles provoquent.

Rechercher les conditions de la diffusion des connaissances écifiques a chaque domaine des
mathématiques (géométrie élémentaire, algebre linéaire,...). En particulier, imaginer un univers de
situations, de problémes et d'exercices dans lequel ces connaissances trouvent leur fonction et leur
signification.

Réorganiser certainesthéories mathématiques pour qu'elles deviennent compatibles avec | es contraintes
lies aleur diffusion aupres d'un public particulier (par exemple comment aborder I'intégration aupres de
futurs physiciens ou ingénieurs devant savoir utiliser le théoreme de Lebesgue mais n'ayant que peu de
temps a consacrer cette théorie).

b) Didactique des mathématiques et mathématiques

Ladidactique des mathématiquestelle que nous la concevons, ne peut se réduire aune simple application
dedisciplinestellesquelapsychologie, lasociologie, lapédagogie, lalinguistiqueou I'histoire mémesi elle
doit avoir des échanges avec €elles. Entre autres parce que sa pratique exige une solide formation

mathématique permettant le recul nécessaire sur les différentes théories étudiées.

A l'inverse, toute personne expliquant des mathématiques, de I'enseignement primaire jusgue y compris
aux séminaires de recherche, fait, plus ou moins consciemment, de la didactique des mathématiques. Mais
cette pratique spontanée saccomplit sans mémoire, sans culture scientifique véritable, sans instrument de
reconnaissance, d'échange et de progres. Le propre du mathématicien didacticien est d'entreprendre une
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réflexion systématique sur ces problemes qu'il enrichit en les plagant dansun cadre plus conceptuel. I n'‘en
demeure pas moins qu'il ne peut travailler sans des contacts et des liens institutionnels avec les
mathématiciens et les enseignants de mathématiques. D'une part, I'ingénierie mathématique se justifie et
senrichit par des échanges permanents avec les enseignants. D'autre part, un contact avec les
mathématiques vivantes permet a la didactique de se renouveler constamment et d'éviter une dérive
scolastique.

Il résulte des caractéristiques ci dessus que ladidactique des mathématiques doit étre considérée comme
une branche des " sciences mathématiques”.

C'est pourquoi nous pensons que le choix des mathématiciens francais, il y a trente ans, de garder les
didacticiens parmi eux, contrairement a ce qu'ont fait la physique ou la chimie par exemple, était le bon.
Nous suggérons donc de poursuivre dans cette voie. Enréalité, lasituation actuelle des études doctoral es (et
en particulier des DEA) de didactique des mathématiques dans des universités francaises n'est pastout a
fait aussi claire. Les premiéres ont été créées en 1975, d'abord dans des IREM et dans une UFR de
didactique des disciplines, puis dans des laboratoires relevant d'écoles doctorales * mathématiques et
informatique" ou ““psychologie et sciences de I'éducation”. Toutefois, al'origine, €elles étaient en général
dirigées par des mathématiciens didacticiens (appartenant a la 26-iéme section). Leurs programmes
recouvrent a peu pres les trois grands axes de la didactique des mathématiques telle que nous I'avons
décrite plus haut.

¢) Organisation dela didactique comme science

1. Précisions

La didactique des mathématiques est la science des conditions spécifiques de la diffusion des
connai ssances mathématiques utiles aux hommes et aleursinstitutions.

Nous pouvons reprendre notre comparaison initiale: cette "définition" permet de penser que la
didactique s'occupe de la diffusion des connaissances, comme I'économie s'occupe de la diffusion des biens
matériels’. Il ne sagit que d'une métaphore car ces deux domaines différent considérablement par leur contenu et
leurs méthodes mais elle va nous étre utile.

On amontré qu'une part importante des conditions de diffusion des connai ssances mathématiques et les
lois qui leurs sont attachées peuvent différer beaucoup suivant les connaissances en questions.

On a montré d'autre part que le succes de la diffusion dépend de I'acquisition convenable par le
destinataire des connaissances diffusées: Le destinataire doit pouvoir non seulement citer ou reproduire les
connaissances, mais les "produire” lui-méme comme moyens de décisions dans des circonstances nouvelles
appropriées. Ainsi |'étude de certaines des conditions de production des connai ssances mathématiquesfait partie
deladidactique.

Par contre, la diffusion de connaissances qui se fait ala demande du destinataire et sous son entiére
responsabilité ne devraient pas entrer directement dans le champ de la didactique proprement dite. Car celle-ci
sintéresse essentiellement au cas ou la cible de la diffusion ne ressent pas directement le besoin de cette
connaissance et ou c'est une autreinstitution qui al'intention delalui faire acquérir. Cette définition rappelleune
présentation ancienne et provocante ; est didactique une personne qui veut enseigner quelque chose a quelqu'un
qui ne veut pas I'apprendre. Elle place la didacti que comme science de référence de I'enseignement ™.

Cependant |'autodidactisme - le cas oul le destinataire est aussi |e demandeur et |'enseignant - n'échappe
pas au champ de la didactique dans la mesure ou il se distingue de I'information ou de la documentation. La
demande de|'autodi dacte (ou la décision d'apprendre) est motivée par une position culturelle du savoir aacquérir
et par lareprésentation qu'il Sen fait, mais non par son usage direct et par safonction dans une activité précise.
De mémeles pratiques culturelles ou scientifiquesincluent des pratiques et des considérationsjustifiées par des
conditions ou des considérations didactiques; naturalisées, ces pratiques se perpétuent en dehors de toute

°"|"économie est |ascience qui étudie comment |l es ressources rares sont empl oyées pour lasatisfaction des

besoins des hommes vivant en société; elle sintéresse d'une part aux opérations essentielles que sont la
production, ladistribution et la consommation des biens, d'autre part aux institutions et aux activités ayant pour
objet defaciliter ces opérations' Edmond Malinvaud : "lecons de théorie microéconomique” p. 1 (1982) Dunod,
Paris.

1% du moins de la dimension qui concerne spécifiquement la connaissance enseignée. L'activité didactique de
I'enseignant est la partie principale de son activité. On retrouve ainsi un des usages courants de |'adjectif
didactique : "qui sert a enseigner”. Les moyens divers utilisés pour enseigner sont banalement qualifiés de
didactiques. La production de ces moyens fait appel a une ingénierie didactique etc.

BROUSSEAU sanpietro Page 13 25/02/2003



nécessité didactique et deviennent transparentes. Le didactique est ainsi présent, et méme dense dans | e savoir
lui-méme et donc dans toute pratique de savoir, y compris la production scientifique.

Ladidactique "tend a expliquer les comportements d'agents’ (ou d'institutions) "jouissant d'une certaine
liberté mais soumis & des contraintes que la nature et les institutions leur imposent™™, et elle étudie les
conséquences de ces comportements individuel s sur I'éta qui se réaliseradans la collectivité.

Comme I'économie, la didactique tend a remplir deux fonctions sociales : une fonction de science
explicative desfaits observés, et une fonction normative ou elle sinterroge sur le meilleur moyen d'organiser des
conditionsfavorables aladiffusion qu'elle étudie.

2. Micro didactique et macro didactique

Et comme I'économie, elle comprend aussi deux grands champs d'études: la microdidactique et la
macrodidactique.

La microdidactique considére une connaissance particuliére comme un objet isolable et étudie les
comportements "didactiques’ qui accompagnent sa production ordinaire (pas seulement sa production primitive
ou historique), sa diffusion, son apprentissage (ou son acquisition, les deux termes sont métaphoriques) et son
usage. Ces comportements consistent principalement dans I'aménagement de situations (lecons, exercices,
problémes, suites de legons, processus a court et along terme, etc.) et dansle réaménagement des connaissances
(choix, ordre, forme, dépendance, fonction, et méme statut ou représentation). Ces deux aménagements ne sont
pas indépendants.

Parce qu'elle ne concerne qu'un petit nombre de savairs, parce qu'elle décrit les interactions d'un petit
nombre d'agents, en ne prenant en compte qu'un petit nombre de leurs caractéres, la microdidactique peut
sembler ne concerner principal ement que les aspects les plus évidents, les plus concrets, les plus spécifiques et
lesplusfamiliersdes activités social es d'enseignement. Or, il nesagit pas, en premiére approche, de collecter en
naturalistes ou en ethnologues, toutes les observations relatives a toutes les pratiques enseignantes formul ées
dans e langage des acteurs eux-mémes, mais au contraire de ne retenir que ce qui est essentiel au savoir diffusé
et al'intention didactique, que I'apprenant soit un éléve, une entreprise ou une institution, que la connaissance
soit un énonceé ou une théorie entiere, et I'enseignant un professeur ou une société.

Diverses approches de ce qui est essentiel peuvent se concevoir et fournir des théories différentes,
compatibles entre elles ou non. Elles donnent lieu a des confrontations avec la contingence et soulévent parfois
des problémes de consistance, c'est-adire de cohérence logique.

Lathéorie des situations propose, pour la microdidactique,

- desmodéles de conditions de diffusion,
- dessystemes minimaux d'interactions entre des actants,
- des modéles simplifiés d'actants

Elle ne rapporte pas |es comportements décrits a des dispositions psychol ogiques trés particuliéres des
agents, mais a des conditions et a des causes extérieures. Et parmi ces conditions, celles qui ont un caractére
marginal, "historique”, et qui sont donc peu reproductibles ont un moindre intérét.

Mais ces modéeles n'ont d'intérét que dans I'utilisation qui en est faite pour expliquer les propriétés
didactiques de tel ou tel agencement des énoncés d'une méme théorie mathématique, pour mettre en évidence
|'aventure qui consiste a découvrir, a comprendre et a embrasser la géométrie, dans ce qu'elle a de différent de
I'aventure qui consiste a pénétrer |'univers de la théorie algébrique ou celui des mathématiques de la statistique.
Elle permet, par exemple, deretrouver ce qui caractériselapreuve ou ladémonstration mathématique par rapport
aux pratiques rhétoriques utilisées dans les débats etc.

La macrodidactique sintéresse au fonctionnement didactique global des institutions et des systémes
didactiquesréels, notamment aleursinteractions apropos de ladiffusion des connaissances, aleurrépertoire et a
leursidéol ogiesdidactiques. Elle sintéresse aLix effets des régul ations didacti ques et des réf ormesimprimeées par
les différentes institutions intervenant dans les processus, sur les pratiques des éléves, des professeurs, des
parents et de la société. Elle tend a expliquer I'évolution des savoirs et des pratiques didactiques qui leur sont
associ ées, leur apparition, leurs difficultés ou leur disparition etc. et |les phénomeénes originaux auxquels donnent
lieu ces évolutions. On peut citer par exempleles études de I'augmentation ou de ladiminution de I'homogénéité
et de diverses formes d'hétérogénéité, I'évolution et |'obsolescence de certains enseignements ou de certains
savoirs(comme par exemplelaproportionnalité, lagéométrie scolaire, lathéorie ensembliste des structures), les
effets didactiques de certains obstacl es épistémol ogiques, etc.).

Lathéorie des situations permet, dans ce domaine aussi, de fournir desinstrumentsd'études, c'est-a-dire
des concepts et des méthodes, et de les mettre en cauvre dans des travaux spécifiques.

Il n'échappera pas au lecteur attentif qu'a l'intérieur de ces grandes divisions, il existe des possibilités
d'organiser les études de différentes facons. La science didactique est jeune et ne bénéficie pas encore d'une

1 opus cité note 1
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tradition solide a laquelle puissent se référer les chercheurs pour la modifier comme les étudiants pour

I'apprendre. Cependant, puisgue ce sont les connaissances elles mémes qui précisent les différences les plus
significatives entre les faits de didactique, c'est I'organisation des connaissances mathématiques qui donne sa
structure la plus féconde al'ensembl e des travaux de didactique, que ce soit en micro ou en macrodidactique. La
partie principale de la didactique est donc celle qui traite de I'enseignement de telle ou telle connaissance
mathématique. Une partie des concepts et des méthodes propres ala didactique ont néanmoins, par rapport a ces
études, une position particuliére - métadidactique - un peu commel'algébre, qui permet une étude particuliére de
la géométrie (la géométrie analytique). Ce fait est une des premiéres raisons pour lesquelles il importe de
rattacher étroitement la didactique des mathématiques telle que nous I'avons définie aux mathématiques €lles-
mémes.

Cela n'exclut nullement qu'il existe d'autres approches des faits auxquels €lle sintéresse en tant que
contingence. Avec d'autres moyens, d'autres buts et d'autres résultats ces faitsintéressent aussi, et |égitimement,
beaucoup d'autres domaines, de la psychologie al'ethnographie ou alalinguistique. Ces domaines peuvent aussi
identifier leurs études, potentiellement utiles a I'enseignement comme une sorte de "didactique des
mathématiques’, branche appliquée de leur domaine. Nous pouvons ensuite discuter de la pertinence ou de
|'adéquation de ces approches.

Ils intéressent aussi et au premier chef tous les enseignants et beaucoup de mathématiciens qui les
traitent en praticiens et peuvent penser n‘avoir aucun besoin d'aucune autre approche, ou qui la confondent avec
laleur.

Maisil importe de distinguer lanature des savoirs et leurs domaines de validité, ¢’ est pourquoi j'affirme
gu'il existe desraisons scientifiques, épistémol ogiques, sociales et culturellesde rattacher ce quejesuisentrain
de vous présenter aux mathématiques.

3. Différentes approchesthéoriques de la didactique

De nombreux travaux de ces trente derniéres années se sont organi sés autour de trois grandes approches
théoriques qui servent aidentifier les objets de recherches et afournir des méthodes :
- lathéoriedes situations' , dont nous venons de parler, dont la conception remonte au
début des années 70, mais qui ne cesse de se dével opper
- |I"approcheanthropol ogique et praxéologique™ qui visedirectement lamodélisation des
faits de didactique.
- lathéorie des champs conceptuels™ d'inspiration plus psychologique est d' avantage
centrée sur larecherche des regroupements de comportements et de situations qui
s organisent autour d’ une notion mathématiques
L’ approche anthropol ogique et praxéol ogique modélise les rapports des sujets a un savoir en termes de
taches, de techniques, de technologie et de théories pour identifier les « écosystémes » de connaissances.
Lathéorie des situations prend comme objet de base le systéme des acteurs et desmilieux qui permettent la
production et la diffusion d’ une connaissance précise. Elle permet de modéliser certaines conditions
d’équilibre et d' existence de ces systémes. D’ autres constructions théoriques plus partielles peuvent
s articuler avec certainesdes trois principales (en particulier celles de Régine Douady dialectique outil
objet, théorie des cadres, desregistresetc.) Cesthéoriesprésentent des applications pratiquesimportantes.

7

Enfin de nombreux travaux de didactique pl ongent leursracineset empruntent leur Ie%iti mité scientifique

dans d autres domaines tels que la sociologie™, lalinguistique ou méme I’ économie™®.

12 Guy BROUSEAU, Fondements et méthodes de la didactique des mathématiques in «Didactique des
mathématiques » de Jean Brun, Delachaux et Niestlé (1996) Lausanne

3 Yves CHEVALLARD Concepts fondamentaux de la didactique : perspectives apportées par une
approche anthropologique. In « Recherches en didactique des mathématiques » 12/1, 73-111 (1992) Lapensée
sauvage (Grenoble)

* Gérard VERGNAUD L a théorie des champs conceptuels in « Didactique des mathématiques » de Jean

Brun, Delachaux et Niestlé (1996) Lausanne.

13| existe une « Théorie des situations » dével oppée en sociol ogie de facon apparemment indépendante de
lathéorie des situations didactiques par J. Barwise, puis par K. Devlin et Rosenberg depuis lafin des années 90.
Le lecteur pourra consulter Michel de Formel et Louis Quéré : Lalogique des situations nouveaLix regards sur
I’ écologie des activités sociales (Editions de |’ école des hautes études en sciences sociales

16 Consulter par exemple I’ article de Bertrand Munier Décision et cognition in «les nouvelles théories
économiques » un numéro des cahiers frangais n° 272 de ladocumentation frangais (1995)
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L es textes récents évoqués dans | e texte sont cités en note. Le lecteur trouvera une bibliographie trés compl éte
dans e remarquable ouvrage de Bruno D’ Amore ;: Elementi di Didattica della Matematica (Pitagora editrice

Bologna)
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