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Recherches collaboratives en enseignement des mathématiques :
Une nouvelle entrée sur la conception d’activités en mathematiques a

I’intersection de pratique en classe et recherche
Nadine Bednarz, Université du Québec a Montréal

Introduction

De nouvelles dynamiques de recherche se sont développées au cours des derniéres années en di-
dactique des mathématiques a travers le monde, ayant en commun la nécessité de produire des
savoirs pertinents pour le champ de la pratique professionnelle, et de rapprocher les préoccupa-
tions du « monde de la recherche » et celles du « monde de la pratique ». Il en est ainsi de
I’approche collaborative de recherche qui s’est développée dans les années 1990 au Québec,
avec le souci d’intégrer le point de vue des enseignants dans la construction de savoirs davanta-
ge ajustés a la réalité de la pratique (Desgagné et al., 2001; Bednarz et al., 2001-a, b; Bednarz,
2004; Desgagné, 2007). Cette démarche de recherche privilégie un processus de production de
connaissances qui s’effectue de concert avec les praticiens (savoirs des chercheurs et des prati-
ciens vont ici interagir pour contribuer a la construction d’un nouveau savoir, lié a la pratique,
venant en retour éclairer cette pratique). Elle donne ainsi une place importante aux actions et si-
gnifications de ces acteurs (enseignants, conseillers pédagogiques,...) sur les situations investi-
guées, et produit des données apportant de nouveaux éclairages sur la production de situations
d’enseignement en mathématiques.

Les différents projets dans lesquels nous avons été engagée depuis 1990 avec des ensei-
gnants et enseignantes de différentes écoles primaires et secondaires s’inscrivent dans une
telle perspective, et sont centrés sur I’élaboration conjointe d’activités, d’interventions en ma-
thématiques qui soient non seulement fécondes sur le plan des apprentissages des éleves mais
également viables pour les enseignants en pratique.

Nous reviendrons sur cette expérience de pres de trente ans, en resituant son ancrage, les rai-
sons qui nous ont conduit, comme didacticienne des mathématiques, a nous engager dans une
telle démarche de recherche, ainsi que sur les fondements de celle-ci et le modéele graduellement
développé. Des exemples viendront illustrer I’apport de ces travaux sur le plan de la recherche
(ce qu’ils éclairent sur le processus d’¢laboration d’activités, et sur ces activités a 1’intersection
de la pratique de classe et de la recherche en didactique des mathématiques) ainsi que sur ses re-
tombées pour la pratique.

1. Ancrage de nos travaux de recherche collaborative en didactique des mathématiques
La recherche collaborative s’inscrit dans un ensemble plus large de pratiques de recherche a ca-
ractére participatif (Anadon, 2007), qu’on pense ici au courant de la recherche action ou de
I’enseignant chercheur, trés présents dans la communauté éducative en didactique des mathéma-

tiquesl. Une proposition de renouveler le rapport établi entre les chercheurs et les praticiens,
pour ce qui est de la recherche liée a la pratique enseignante, y est en effet implicite (nous re-

! Voir par exemple a ce sujet le courant de recherche articulé sur I’innovation développé en Italie (Ar-
zarello et al., 1998)
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viendrons sur cet aspect ultérieurement). En insistant sur le rapprochement nécessaire entre
chercheurs universitaires et enseignants, c’est sous I’angle de la recherche et d’une certaine cri-
tique qui lui était adressée, qu’a pris en effet forme le courant de la recherche collaborative en
éducation (pour plus de détails sur cette origine, voir Desgagné et al., 2001). En didactique des
mathématiques plus précisément, pourquoi cette entrée dans la recherche collaborative?

L’objet dominant2 sur lequel nous réfléchissons depuis prés de trente ans, notamment dans le
cadre des différents projets qui ont été conduits avec les enseignants, est centré sur 1’élaboration
de situations d’enseignement visant, d’une part, un apprentissage significatif des mathématiques
de la part des éléves, s’articulant sur leurs idées, raisonnements, visant une complexification de
celles-ci, et d’autre part, prenant en compte le contexte réel de pratiques de I’enseignant, ses
contraintes. Plusieurs travaux de recherches en didactique des mathématiques ont contribué¢ a
I’¢laboration de situations, d’interventions visant une construction conceptuelle par les éléves,
sur la base d’un certain nombre d’analyses préalables (analyse épistémologique par exemple du
concept en cause, ¢tude des manicres dont il est habituellement abordé dans 1’enseignement,
connaissance des raisonnements des €léves, de leurs erreurs, conceptions...). Ces situations
pourraient étre considérées comme des sources possibles d’inspiration pour les enseignants
(qu’on pense ici par exemple aux travaux de Brousseau sur les décimaux, a nos propres travaux

sur la numération, aux travaux de Janvier sur le volume3...). La question de la reprise de ces si-
tuations en contexte scolaire pose toutefois un certain nombre de problémes. Ces derniéres don-
nent parfois lieu, lorsque celles-ci sont par exemple réinvesties dans les manuels, a des trans-
formations majeures, dans lesquelles les chercheurs ont souvent beaucoup de difficultés a se
reconnaitre, modifiant parfois le projet initial jusqu’a le dénaturer (on peut par exemple penser
ici & certaines situations développées en didactique de 1’algebre et & ce qu’elles sont devenues
dans les manuels). La mise au point d’activités en mathématiques (nous rejoignons ici le théme
du colloque) souléve les mémes difficultés. La question de la viabilité de ces différents disposi-
tifs, congus par les chercheurs, en contexte scolaire se pose donc.

Le travail que nous avons entrepris depuis plusieurs années avec des enseignants aborde la ques-
tion de la production de situations, séquences d’enseignement, activités dans une toute autre
perspective que celle présentée précédemment, une telle production ne pouvant se faire, selon

2 Cet objet de la collaboration pourrait étre autre. Il peut s’étendre a tout ce qui fait partie du champ
d’action professionnel des enseignants. Les objets de recherche en didactique des mathématiques sont
multiples, ils touchent aux processus d’apprentissage des ¢éléves en lien avec des situations
d’enseignement, a 1’élaboration de situations d’enseignement, de dispositifs de formation portant sur un
certain savoir mathématique ou le développement de processus, a la formation des enseignants (initiale et
continue...). Ces différents objets sont liés au champ d’action professionnel des enseignants
(L’enseignant a a porter un regard sur les productions des éléves, leur apprentissage, leur évolution, il dé-
veloppe en situation des connaissances a ce sujet; il est de plus en plus appelé a intervenir comme accom-
pagnateur de stagiaires ou de jeunes enseignants, et 1a encore développe un savoir agir en lien avec ce ro-
le...). Or peu de recherches en didactique des mathématiques portant sur ces différents objets ont pris en
compte de maniére centrale cet intervenant qu’est 1’enseignant dans 1’éclairage apporté sur ces objets.
Cette prise en compte nous apparait un élément central pour la production de connaissances en didactique
des mathématiques.

3 Voir Brousseau, G.(1981); Janvier, C (1994); Bednarz, N., Dufour-Janvier, B. (1985).
4 .
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nous, sans prendre en compte dans la conceptualisation méme des moyens élaborés le point de
vue des praticiens, leur savoir d’expérience, leur contexte particulier d’intervention, leurs routi-
nes d’interprétation et d’action, leurs contraintes. En fait pour la chercheur en didactique des
mathématiques que nous sommes, la construction de situations d’enseignement, d’activités, le
choix de problemes, 1’¢laboration d’interventions en classe passe de fagon incontournable par la
compréhension de la pratique a I’intérieur de laquelle évolue I’enseignant, cette compréhension
étant considérée comme agissante dans la construction de ces situations, activités... La recher-
che collaborative est ainsi fondée sur I’idée que les praticiens sont essentiels dans cette démar-
che de production de connaissances en didactique des mathématiques relatives a 1’élaboration de
situations, activités mathématiques en classe (Desgagné, 1997).

Pourquoi ce choix, alors que nous disposons, comme didacticienne, d’un bagage de recherches
passées qui nous permet d’éclairer certains choix de situations, d’activités pouvant étre fécondes
sur le plan des apprentissages des éléves (relativement par exemple a la numération, aux opéra-
tions, aux fractions, a la transition arithmétique-algébre...)? Il ne s’agit pas seulement pour nous
de développer des situations d’enseignement riches sur le plan des apprentissages, contribuant a
une appropriation d’un certain savoir par les éléves (ce qu’une analyse didactique peut bien sir
permettre d’éclairer), mais de produire des situations qui soient aussi viables en contexte, qui
prennent réellement en compte en ce sens la complexité de la pratique enseignante (en lien avec
I’enseignement des maths). Dans ces conditions, les scénarios d’enseignement, les activités éla-
borées vont apparaitre comme une fagon 1égitime de donner un sens a une expérience (a laquelle
il aura pleinement participé) qui s’est avérée plausible et féconde, et qui va alors guider les ac-
tions futures de I’enseignant. Le sens que le praticien construit en contexte, qu’il donne a ces si-
tuations, a ces activités dans I’exercice méme de sa pratique, devient en conséquence crucial.
Certains fondements, on le voit dans ce qui précéde, guident ainsi la position de la didacticienne
que nous sommes.

2. Fondements de la recherche collaborative

Schon (1983), par son livre « le praticien réflexif », a constitué un tournant épistémologique
dans les études portant sur la pratique professionnelle. Il remet a I’avant-plan la part
d’indétermination qui entre dans I’analyse des situations de pratique, et la nécessité pour le pra-
ticien d’exercer son jugement en contexte spécifique. Selon ce modele, la réalité complexe
d’une pratique résiste a une totale standardisation de 1’intervention a mener ou du geste profes-
sionnel a poser. Les travaux menés en didactique des mathématiques, plus spécifiquement sur
I’analyse des pratiques enseignantes, vont dans le méme sens. Ils confirment cette complexité
des pratiques des enseignants en mathématiques (Margolinas, 1992), permettent de mettre en
évidence les contraintes et marges de manceuvre de 1’enseignant (Roditi, 2005), ainsi que la part
importante de I’imprévu dans la gestion de la classe en temps réel, sur le plan du contenu com-
me sur celui du travail des éléves (Mason et al., 1999). Un certain savoir agir est ici en jeu,
construit a partir de balises, de principes, d’une « théorie implicite » (Barry, 2009; Proulx,
2003). Cette ouverture sur le jugement pratique de I’enseignant, son « savoir agir sur le mo-
ment » (Mason et al., 1999) a conduit a privilégier sur le plan de la recherche une centration sur
le sens que le praticien construit en contexte. En d’autres termes, ces travaux ont ouvert la voix
a I’investigation et a la valorisation du savoir d’action des praticiens, a ce que nous nommerons,
empruntant ici 8 Martinand (1992) ce concept, la didactique praticienne.
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Sur le plan épistémologique, cela signifie que la construction de connaissances en didactique
des mathématiques liées a une pratique professionnelle donnée, dans notre cas celles liées a
I’enseignement des mathématiques, ne se fait pas sans considération du contexte réel ou cette
pratique est actualisée, sachant que les composantes de ce contexte, en termes des contraintes et
des ressources que présentent les situations de pratique, contribuent a sa restructuration. Cela
suppose qu’on reconnaisse et qu’on s’intéresse a la « compétence d’acteur en contexte » des en-
seignants. Selon Giddens (1987), cette « compétence » qui n’a rien a voir avec le sens habituel
qu’on lui donne, renvoie a la capacité d’un acteur social, quel qu’il soit, d’exercer son jugement
et d’orienter sa prise de décision en situation, en fonction des conditions qui prévalent et des en-
jeux en présence dans le contexte d’action spécifique qui est le sien. Cela signifie de plus que
cette construction de connaissances liée a une pratique professionnelle donnée ne se fait pas
sans une prise en compte de la compréhension qu’a le praticien des situations de pratique a
I’intérieur desquelles il évolue, un enseignant dont on suppose qu’il est capable de réflexivité,
de connaissances, un acteur social compétent et situé (Giddens, 87, Lave et Wenger, 91, Lave,
88), porteur d’une ingéniosité professionnelle.

« Les acteurs ont beau voir les choses par le petit bout de la lorgnette, ils connaissent les en-
chainements fins de 1’action, les séries des décisions et des choix, les calculs et les anticipations
des actions dont ils sont les agents et, pour une part, les auteurs » (Dubet, 1994, p 234)

En ce sens, le chercheur ne peut prétendre construire un savoir pour le praticien, sans consi-
dération a la base, du savoir, qu’avec ou sans lui, le praticien construit et fait évoluer tout au
long de son expérience.

Se placer dans une telle perspective suppose que le chercheur ne pose pas, par son choix
d’objet, un regard normatif et extérieur sur ce que font les enseignants, mais va chercher, avec
eux, de I'intérieur du contexte dans lequel ils exercent, a comprendre ce qui supporte leurs déci-
sions, ce qui les guide.. (et qui va orienter la construction conjointe des situations, les aména-
gements apportés, leur réalisation...etc). D’ou I’idée pour le chercheur de se placer en interprete
(a la fois compréhensif et explicatif) de leur agir.

Cela ne signifie pas par ailleurs que dans cette démarche, le chercheur n’est qu’a I’écoute du
sens que construit le praticien. Dans cette construction conjointe, diverses ressources sont en ef-
fet mobilisées a la fois par les chercheurs et les enseignants, qui contribuent dans une réflexivité
conjointe (avec le chercheur) au développement des situations, activités.

3. Les caractéristiques fondamentales du modéle développé

Au cceur du modele?, on retrouve une activité réflexive, qui peut étre aménagée de différen-
tes facons (pour des exemples voir Desgagné et al., 2001; Bednarz, 2004; Bednarz, 2009) et qui
constitue le pivot de la recherche collaborative, dans laquelle chercheurs et enseignants sont
amenés a interagir et a explorer ensemble un objet d’un intérét commun.

L’activité est aménagée de telle sorte qu’elle favorise et fait en sorte que soit entretenue une sor-
te de «conversation» pour emprunter a Schon (1991) entre la pratique des enseignants et le re-

4 Ce modele est issu de 1’analyse a posteriori des différents projets de recherche collaborative réalisés
pendant plusieurs années dans différents domaines. I1 s’agit en quelque sorte d’un effort de conceptualisa-
tion permettant de caractériser davantage cette pratique de recherche, au dela du sens commun auquel elle
est souvent réduite dans les écrits.

6 .
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tour réflexif sur cette pratique (entre praticiens et chercheurs), entre didactique de recherche et
didactique praticienne. Concrétement, I’activité prend forme a travers des rencontres régulieres
entre chercheurs et praticiens, rencontres qui permettent de créer une «zone interprétative» au-
tour des situations qui sont I’objet d’exploration.

La démarche collaborative cherche ainsi a installer une rencontre, dans laquelle il sera possi-

ble de produire une nouvelle connaissance, dans I’argumentation entre les acteurs”. Ainsi dans
cet espace d’argumentation réciproque (Davidson et al., 96 parlent de créer une zone interpréta-
tive partagée), une série d’argumentations s’élabore autour de la maniére dont les uns et les au-
tres donnent sens aux situations d’enseignement (voir a ce sujet Bednarz et al., 2001-a,b). C’est
la que vient jouer la dimension de collaboration au sens de la co-construction d’un certain sa-
voir, dans lequel les compétences respectives des différents partenaires vont étre mises a contri-
bution. La recherche collaborative suppose la co-construction d’un objet de connaissance entre
chercheurs et praticiens

Cette activité réflexive va servir deux fonctions a la fois :

Elle constitue une occasion de recherche, cette zone de rencontre aménagée constituant un
matériau d’analyse a utiliser en vue d’investiguer un certain objet (lié a I’enseignement des ma-
thématiques dans notre cas). Elle constitue aussi une occasion de développement professionnel
pour les enseignants, par le biais des retours réflexifs qui y sont effectués sur la pratique en lien
avec les situations, en vue de 1’éclairer, de I’expliciter, de mieux la comprendre, contribuant
éventuellement en retour a une restructuration de cette pratique.

La recherche collaborative prend enfin forme autour d’'une médiation entre deux cultures.

Au cours des interactions, les enseignants développent les dimensions de leur expérien-
ce/leurs connaissances et les croisent avec les connaissances/expériences des chercheurs. Par
exemple le chercheur mobilise dans cette interaction un ensemble de connaissances didactiques
(analyse conceptuelle, analyse de la complexité des situations, variables didactiques, connais-
sances des raisonnements des éléves, des difficultés, conceptions....). Les enseignants sont de
leur c6té en situation d’expliquer des stratégies d’intervention élaborées avec les éleéves, des ob-
servations faites en classe sur les difficultés des éleéves, leurs forces, les raisons de leur choix
(rationalité qui guide leur action)...

Au dela du rapprochement des partenaires individuels, la recherche collaborative renvoie
aussi au rapprochement des communautés de pratique, au sens de ce que définissent Lave et
Wenger (91) a ’intérieur desquelles ces personnes oeuvrent. Etre chercheur ou étre praticien
c’est aussi faire partie d’un certain groupe de pratique commune, ou les membres négocient en-
tre eux dans leur quotidien, un certain mode d’agir et de penser, a partir des contraintes et des
ressources qui sont les leurs. En ce sens, la recherche collaborative cherche en fait a permettre la
jonction des deux « mondes », sinon 1’émergence d’une communauté nouvelle. Elle propose un
rapprochement, voire une interfécondation des deux mondes pour la construction d’un savoir au
service d’une pratique éclairée.

Quelques remarques a cette étape :

5 L’établissement de cet espace d’argumentation réciproque rejoint certains travaux conduits en socio-
logie (Dubet, 1994) en misant sur des critéres de double vraisemblance tout au long du processus (aux-
quels souscrit dans ce cas la recherche).
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La recherche collaborative n’exige pas que les praticiens se prétent a des taches liées a la ré-
alisation de la recherche, au sens formel du terme. Ce qu’elle exige, c’est leur engagement a ex-
plorer un aspect de leur pratique (lié ici a I’enseignement d’un certain contenu) et a apporter leur
compréhension en contexte au phénomene exploré.

Cette conception differe quelque peu de ce que I’on considére habituellement par collabora-
tion de recherche (on voit ici la collaboration uniquement sous 1’angle des étapes propres a la
recherche formelle, en fonction du partage des taches liées a ces étapes). Notre modele n’aborde
pas la collaboration sous cet angle. Elle prend d’abord le sens d’un échange entre des acteurs
qui font partie de cultures différentes et n’ont pas les mémes finalités. Elle prend également le
sens d’un regard croisé entre ces acteurs sur un certain objet. Le chercheur vise une production
de connaissances qui inclut et tienne compte du point de vue du praticien et des contraintes de
son contexte d’action. De méme on pourrait dire que le praticien vise un développement de pra-
tique qui soit éclairé par le point de vue du chercheur et par les repéres conceptuels qui guident
sa production de connaissances.

Quel éclairage amené par ces travaux?

4. Apports de ces travaux sur le plan de la recherche en didactique : quel éclairage sur
le plan de la production de connaissances en didactique des mathématiques?

Plusieurs projets de recherche collaborative ont été élaborés depuis 1990 avec des ensei-
gnants et enseignantes de différents milieux scolaires (dans certains cas impliquant également
des conseillers pédagogiques). Ils touchent a 1’élaboration d’interventions en enseignement des
mathématiques cherchant a construire un sens aux concepts de nombre, numération, opérations,
touchant au travail sur la mesure, la géométrie, la résolution de problémes, a la construction
d’un sens au symbolisme en mathématiques, a 1’exploitation du jeu en enseignement des ma-
thématiques, a I’intervention en enseignement des mathématiques auprés de classes faibles du
secondaire, a I’introduction a I’algebre ou encore plus récemment a la transition primaire se-
condaire en enseignement des mathématiques. L’analyse de ces recherches met en évidence
leurs retombées pour la pratique (voir entre autres a ce sujet Bednarz et al., 2008-a,b; Bednarz
et al, 1992; Bednarz, Poirier, 1995, 1994; Poirier, Bednarz, 1992) mais aussi leurs apports pour
la recherche en didactique. C’est sur ce dernier aspect que nous reviendrons ci-dessous.

4.1. Un premier éclairage sur les activités/situations élaborées : des activités au croise-
ment de didactique de recherche et de didactique praticienne

Nous reprendrons pour illustrer cette contribution, deux exemples. Le premier est tiré d’un
projet de recherche collaborative mené dans des classes faibles du début du secondaire (éléves
présentant des difficultés d’apprentissage et ayant vécu préalablement des échecs en mathémati-
ques). Les objectifs du projet de recherche élaboré conjointement avec une enseignante étaient
les suivants:

Cerner conjointement des situations d’enseignement visant une construction de sens aux
concepts chez les ¢éléves (incluant un retour sur les concepts de base non acquis), et visant a dé-
velopper un autre rapport aux mathématiques

Documenter le développement des situations élaborées en collaboration

Documenter le processus d’apprentissage des éléves ayant pris place tout au long de
I’intervention

8 .
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Les situations élaborées par la chercheure et I’enseignante au cours de ce projet (qui s’est éta-
1€ sur une année, 2000-2001) montre comment pratique de classe et recherche s’enrichissent
mutuellement pour éclairer dans ce cas la problématique de I’intervention en enseignement des
mathématiques dans des classes faibles et les questions didactiques qu’elle souléve. Une telle
intervention prend en compte les connaissances didactiques €¢laborées par la recherche (aupres
de classes faibles) mais aussi les contraintes de 1’enseignant dans ces classes, la complexité de la
pratique aupres de ces €léves (pour plus de détails a ce sujet, voir Bednarz, 2009). Des situations
portant sur différents contenus (nombres décimaux, fractions, géométrie, mesure...) et des outils
d’évaluation, de collecte de données (sur les éléves et leur évolution) y seront co-construits,
cherchant a rejoindre a la fois les préoccupations de la recherche et de la pratique. Les outils de
collecte de données (dans ce cas du suivi des éléves) dans cette perspective ne sont pas dévelop-
pés a I’extérieur de 1’enseignant, rejoignant 1’un des critéres méthodologiques de la recherche
collaborative, la double vraisemblance (Dubet, 1984).

Nous reprenons ci-dessous un exemple de tel outil élaboré au sein de cette recherche, a tra-
vers le portfolio.

Une idée au départ partagée par chercheure et enseignante, sous-jacente au choix et a
I’organisation du portfolio : établir un rapport différent a leur apprentissage chez les éléves, va-
loriser leur potentiel.

Du point de vue de la pratique, les éléments Du point de vue de la recherche, les élé-

qu’on essaie de rejoindre

Choisir une thématique dans laquelle les
¢éléves ont des difficultés ( la résolution de
problémes), et construire un répertoire de pro-
blemes sur lesquels travailler

Donner aux éléves un outil leur permettant
d’étre conscient de leur progression

ments qu’on cherche a rejoindre

Cerner le rapport des éléves aux maths et a
leur apprentissage, et leur évolution

Documenter leurs habiletés a résoudre des
problémes et leur évolution

Avoir un indice des activités les plus signi-
ficatives pour les éléves

Donner a I’enseignant un outil plus appro-
prié pour évaluer le processus de résolution de
problémes des éleves

Ce processus de co-construction donnera lieu a la constitution d’un portfolio ciblant davantage
la résolution de problémes, une certaine organisation, son contenu (dessin qui représente pour
I’¢léve les maths; intéréts de 1’éléve en maths; différence qu’il fait entre les maths qu’il a fait au
primaire et au secondaire; productions dont il est le plus fier; exemple qu’il veut garder et qui
ont été importants pour lui; choix de problémes, agencement...) rejoignant les besoins de la pra-
tique (construire un répertoire de problemes pouvant étre utilisés en classe, donner aux éléves
un outil a travers leur portfolio qui leur permet de prendre conscience de leur apprentissage, se
donner des outils pour I’enseignante pour évaluer le processus de résolution des éléves, leur
évolution) et les besoins de la recherche (indicateurs du rapport aux mathématiques des éléves,
leurs habiletés en résolution de problémes, indices des activités les plus signifiantes pour eux et
des raisons sous-jacentes..)
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L’analyse des scénarios élaborés illustre ['interfécondation qui s’opére entre la didactique
de recherche et la didactique praticienne dans les différentes situations, activités, outils élabo-
rés, au service a la fois d’une pratique avertie (visant ici les éléves faibles) et d’une recherche
éclairée (prenant en compte les multiples dimensions imbriquées dans ce cas : difficulteés
conceptuelles, rapport négatif aux maths, conception du probléme, difficultés des interactions
en classe et situations de groupe...etc)

Un deuxieme exemple porte sur un projet de recherche collaborative réalisé avec des ensei-
gnantes du primaire. Ce projet s’est poursuivi sur plusieurs années (1991-1994), autour de la
mise au point de situations d’enseignement en mathématiques visant un apprentissage significa-
tif des jeunes enfants (nombre, numération, opérations, mesure, géométrie, résolution de pro-
blémes), intégrant alors des enseignantes de différents niveaux scolaires (1ére, 2¢éme, 3éme an-
nées). L’enregistrement vidéo de situations en classe, les traces des productions des éléves,
I’enregistrement audio des rencontres réflexives entre chercheures et enseignantes a propos des
situations et du retour sur celles-ci, ont servi de matériel de base dans ’analyse des situations
d’enseignement et de leur potentiel, dans I’analyse du processus de co-construction qui prend
place et des contributions respectives (Bednarz et al., 2001-a, b) ou encore ont permis de suivre
la restructuration d’une situation d’enseignement au fil du temps et les principes qui guident cet-
te restructuration (Poirier, Bourdage, Bednarz, 1999). Nous reviendrons a titre d’exemple sur ce
dernier aspect.

En se basant sur des études antérieures sur la numération (Bednarz, Dufour-Janvier, 1985),
les chercheurs proposent dans les rencontres réflexives, pour fins de discussion, aux enseignan-
tes de premiére année (éléves agés de 6 ans) une activité de type «chaine de montage».

La situation proposée a des fins de discussion

L’activité « chaine de montage » telle qu’aménagée (activité basée sur des études antérieu-
res, Bednarz et Janvier, 1984)

-Objectif : construire un sens a la numération et aux opérations (procédures de calcul) en pla-
cant les enfants dans des situations qui les améneront a opérer sur des groupements

-Mise en situation : organisation d’une chaine de montage (usine de production de boites de
céréales)

- Premiére partie :Simulation de la chaine de montage par quatre éléves (préposé aux boites,
aux caisses, aux paniers....)

On reprend avec une autre équipe. ..

Qui en a produit le plus? Le moins?..

-Deuxiéme partie : livraison de boites de céréales dans les magasins. Deux enfants sont choi-
sis (un livreur et un marchand). Le livreur quitte 1’usine avec X caisses dans son magasin, il
s’arréte chez le marchand, celui-ci demande. ..

Situations a reprendre avec différentes demandes, graduées en complexité
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- Autres exploitations : Compilation des achats (par le marchand); comparaison entre ce que
les différents marchands ont dans leur magasin; partage de commandes (le livreur doit partager
tout ce qu’il transporte entre deux magasins ou plus..); vente : des acheteurs viennent au maga-
sin acheter x boites. Comment le marchand s’y prendra t-il pour leur vendre les caramels qu’ils
désirent? Combien lui en restera t-il?

A partir de cette idée, une activité modifiée/ redéfinie, dont nous reprendrons les grandes li-
gnes, est aménagée conjointement avec les enseignantes :

-le matériel par exemple a été changé, pour des raisons de faisabilité. Il fallait du matériel
simple a concevoir pour les enseignants (initialement on parlait de boites de céréales, de boites,
de paniers; cela deviendra des caramels, sacs, boites...)

- le groupement retenu est régulier (initialement les boites de céréales étaient regroupées par
6 dans des boites, et les boites par 3 dans des paniers, comme cela se retrouve au magasin). Ce
choix d’un groupement régulier est guidé pour les enseignantes par le programme (on travaille
sur différentes bases, avec I’idée d’un groupement régulier)

- On retient toutefois 1’idée de plusieurs groupements répétés, méme si en premiére année les
enfants, selon le programme, travaillent sur un seul groupement.

L’objectif est ici d’amener les enfants a construire un sens a la numération et aux différentes
opérations, en leur présentant des situations d’emballage, de vente, d’achat et de partage qui les
ameneront a faire et défaire des groupements

Mise en situation : L’enseignante propose aux enfants d’organiser une chaine de montage (ou
usine de production) de caramels. Dans cette usine on emballe des caramels pour les livrer en-
suite dans les magasins (quand on a 6 caramels, on les emballe dans un sac, quand on a 6 sacs,
on les met dans une boite....)

Premicre partie : simulation. L’enseignante choisit 4 ¢léves pour venir travailler a I’usine. Un
premier éléve compte 6 caramels. Lorsqu’il en a 6, il les passe & un autre éléve. Ce deuxiéme
place les 6 caramels dans un sac. Lorsqu’il a 6 sacs, il les passe au troisiéme éléve. Le troisiéme
¢éléve place les 6 sacs dans une boite, il les donne au 4éme éleve. Ce dernier place les 6 boites
dans une caisse. L’enseignante laisse fonctionner la chaine de montage quelques minutes. Puis
elle annonce que la journée de travail est finie et vérifie, avec I’aide des éléves, ce que chacun a
emballé. Les autres éléves peuvent €tre questionnés. On reprend avec 4 autres éléves, puis
d’autres équipes. On peut arréter et poser alors des questions sur les différentes productions :
qui en a produit le plus? Le moins? Pourquoi?

Deuxiéme partie : situation de vente. Le camion va maintenant livrer les caramels dans les
magasins. Le livreur (I’enseignante choisit un enfant) quitte [’usine avec x caisses dans son ca-
mion. Il s’arréte chez le marchand (I’enseignante choisit un autre enfant). Celui-ci demande x
caramels. La situation est reprise avec différentes demandes graduées en complexité (aucun
groupement a défaire, un groupement a défaire, deux groupements a défaire et coordonner)

Autres exploitations : Compilation des achats (le marchand avait déja X caramels dans son
magasin. Combien en a t-il maintenant?); comparaison entre ce que les différents marchands ont
dans leur magasin; partage de commandes (le livreur doit partager tout ce qu’il transporte entre
deux magasins ou plus..); vente : des acheteurs viennent au magasin acheter x caramels. Com-
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ment le marchand s’y prendra t-il pour leur vendre les caramels qu’ils désirent? Combien lui en
restera t-il?

Le visionnement de 1’enregistrement vidéo de cette situation reprise par une enseignante ré-
véle les aménagements apportés par cette derniére a la gestion de 1’activité. Ainsi ce ne sont pas
quatre €léves qui font une chaine de montage tandis que les autres observent. Elle installe deux
chaines de montage, chacune composée de 4 éléves aux roles bien définis. Elle introduit un
Séme role a la chaine de montage, soit le contremaitre qui observe les travailleurs.

Quant aux 18 autres, ce sont d’éventuels clients. Leur role est d’observer les travailleurs et
lorsque la production sera préte, ils pourront faire des achats a [’une ou 1’autre chaine de monta-
ge. Pour ce faire, I’enseignante leur remet une feuille de papier sur laquelle ils inscriront leur
commande.

Une situation qui s’est enrichie, complexifiée

- Les intentions didactiques de départ sont restées ( travail sur les groupements, toujours au
ceeur de I’activité)

-Mais ces intentions se sont enrichies :

introduction d’une notation par le biais des commandes produites par les enfants, retour pos-
sible sur les différentes notations, décodage nécessaire par le vendeur;

les différentes opérations sur les groupements sont davantage intégrées

-Une gestion qui s’est elle aussi complexifiée et enrichie :

10 éleves impliqués directement,

rOle des observateurs qui s’est précisé, il y a maintenant un enjeu, ce sont des acheteurs..il y a
donc un intérét a ce que les ouvriers ne fassent pas d’erreurs

La situation, on peut facilement le constater, a évolué et est méme devenue plus complexe a
gérer. Si les intentions didactiques de départ sont demeurées, les objectifs de travail sur les
groupements sont toujours 1a, son aménagement, sa gestion se sont de beaucoup enrichies. Le
role des observateurs s’est précisé. Les autres éléves ont toujours le role d’observateur prévu
initialement mais il y a maintenant un enjeu : ce sont des acheteurs. En tant qu’acheteurs, il y va
de leur intérét que les ouvriers ne fassent pas d’erreurs. Les sacs doivent compter six caramels et
non cing par exemple.

L’introduction aussi, dés le départ, des acheteurs complexifie la situation. L’achat de matériel
amene les éléves a défaire les groupements, ce qui n’était prévu originalement que plus tard
dans la séquence (les différentes opérations sur les groupements sont ainsi intégrées davantage
dans la séquence). Ces acheteurs devront trouver une fagcon d’écrire leur commande. Certains
¢éléves procéderont par dessin, d’autres en mots, le vendeur devra décoder ces bons de comman-
de...L’enseignante en profitera pour amener les éléves a discuter des différentes notations utili-
sées. Pour les chercheures, ces notations deviennent un matériel d’analyse des notations des en-
fants et de leur évolution.

Ces aménagements sont guidés, et les rencontres réflexives entre chercheures et enseignantes
permettront de les expliciter, par certains principes. Celle-ci a 28 éléves dans sa classe, il est
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impensable pour elle que seulement 4 éleéves soient impliqués dans 1’activité tandis que les 24
autres observent. Il faut qu’un maximum d’éléves soient actifs dans ce processus. D’ou la mise
en place simultanée de deux chaines de montage, la création d’un autre rdle, et le rdle
d’acheteurs donnés aux autres éléves. La dimension organisation par les enfants, et observation,
apparaissent aussi importantes pour cette enseignante. Cette observation est motivée par la
compétition congue ici comme un aspect positif (& la source de défis)

Analyse du retour réflexif sur la situation expérimentée (interactions chercheures-
enseignantes)

Les principes qui guident cette restructuration sont explicités (une imbrication de dimensions
didactiques et pédagogiques)

Un premier principe : Un maximum d’éléves actifs

L. On a fait metttons 1’usine. Moi je trouvais & un moment donné qu’il y en avait 4 qui fonc-
tionnaient puis il y en avait 20 autres qui attendaient. Les enfants qui travaillent sont en action
mais les autres qui sont la regardent. ..La j’ai dit on va faire 2 usines. La j’ai inventé que j’étais
le boss pi que j’avais 2 équipes de travail et je voulais récompenser 1’équipe de travail qui tra-
vaillait le mieux.

(plus loin) des activités plus intéressantes pour les enfants parce qu’ils sont plus en action..Tu
as plus d’enfants en action en méme temps, C’est intéressant pour les enfants!

Un deuxiéme principe : forcer une organisation de la part des enfants

La j’ai dit on va faire 2 usines...La premiére fois ¢a été le bordel (excusé). Tout trainait. On
essayait de voir ce qui se présentait. On a une usine qui avait fonctionné plus vite. Mais les au-
tres ont commencé a dire on va regarder..comment ¢a se fait qu’ils vont plus vite eux autres? La
les enfants s’attardaient a voir pourquoi cette usine la fonctionnait mieux. Ils s’étaient organi-
sés..
En organisant la chaine de montage, ils ont appris a s’organiser dans d’autres choses aussi parce
qu’ils ont fait la chaine de montage a plusieurs mais apres ¢a ils étaient en équipes de 4 et
j’avais 6 chaines de montage puis je voulais qu’ils me remplissent la commande. Le premier qui
avait rempli la commande, j’achetais deux autres...La ¢a y allait hein..! Pourquoi ¢a n’a pas
fonctionné on allait voir les raisons. L’organisation que tu manquais. Donc tout ce que tu dois
faire, tu dois avoir une organisation adéquate..

Un troisiéme principe : la compétition, €lément positif (lié a étre a 1’écoute de différentes fagons
de faire, écouter les différents points de vue, observer)

.les autres voient aussi les fagons de faire de 1’autre. Pi aller voir les techniques des au-
tres..comment 1’autre a fait. Il y a aussi la compétition, ils sont plus portés a écouter.

La compétition fait que les plus forts sont toujours intéressés parce qu’ils vont expliquer les
trucs aux autres..

Quelle lecon tirer de cela?
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Nous avons voulu montrer, par ces deux exemples comment pratique de classe et recherche
s’enrichissent mutuellement. Pour les enseignantes par exemple, un tel outil (ex du portfolio) et
une telle activité (chaine de montage) apportent un regard différent sur 1’apprentissage des éle-
ves (le processus de résolution de problémes d’éléves faibles, leur entrée dans les activités, la
numeération et son apprentissage, en lien avec les opérations, mettant I’accent sur des caractéris-
tiques importantes a la base de notre systéme de numération; rapport aux mathématiques, diffé-
rentes stratégies, notations...), ouvrent sur d’autres maniéres d’aborder 1’apprentissage de la ré-
solution de problémes ou de la numération. Pour les chercheures, les aménagements apportés
(autant dans le portfolio que dans la chaine de montage) soulévent de nouvelles pistes, de nou-
veaux questionnements autour de la restructuration de ceux-ci en contexte et des ressources mo-
bilisées par les enseignants dans cette construction.

Au-dela de ces exemples, certaines idées clés se dégagent de 1’analyse de ces situations, acti-
vités : une confrontation au contexte qui apparait centrale; le caractére plausible des activités
¢élaborées qui doivent nécessairement faire « leurs preuves », qui sont construites, négociées,
restructurées, enrichies en contexte; un questionnement continuel for¢ant une adaptation, mise
en perspective de la part des chercheurs mais aussi des praticiens.

4.2. Sur les ressources mises a contribution de part et d’autre dans cette co-construction
des activités, situations élaborées

L’analyse du processus de co-construction met en évidence, comme nous pouvons 1’entrevoir
a travers les exemples précédents, les ressources mises a contribution par enseignants et cher-
cheurs dans cette élaboration. Des ressources de divers ordres sont a 1’ceuvre dans ce que Lave
(1988) nomme le monde expérientiel du quotidien de I’acteur en action (« experienced-lived-in
world). Ces ressources sont en ce sens structurantes du savoir agir qui se construit au croisement
de la didactique de recherche et de la didactique praticienne (Lave et Wenger, 1991). Nous
avons mis en évidence, dans une recherche collaborative passée, la nature de ces ressources
structurantes a 1’ceuvre dans la construction conjointe de situations d’enseignement en mathé-
matiques (Bednarz et al., 2001-b).

Ces ressources sont de divers ordres, elles puisent, pour I’enseignant, aux connaissances im-
briquées didactico-mathématico-pédagogiques, connaissances développées en contexte (par
exemple connaissances de ses groupes d’éléves, de leurs difficultés, de son contexte local
d’intervention, du milieu de I’école, programme,....), a son savoir d’expérience...Des travaux
de recherche collaborative récents, menés autour de I’¢laboration conjointe de scénarios
d’enseignement visant le développement de la modélisation, poussent plus loin cette analyse, et
montrent la richesse des ressources interprétatives et d’action mobilisées par I’enseignant et le
chercheur dans cette co-construction (Barry, 2009). Dans un tout autre domaine, celui d’une
¢élaboration conjointe d’une intervention didactique en algébre au secondaire visant le dévelop-
pement du controle sur I’activité mathématique chez les éléves, I’analyse met également en évi-
dence le potentiel de ressources mobilisées par I’enseignante et de ce que nous pourrions appe-
ler une « didactique praticienne en action visant le développement du contrdle » (indicateurs de
contrdle chez les éléves; reformulation de problémes, d’exercices de maniére a contribuer au
développement du contrdle; stratégies d’interventions susceptibles de favoriser le développe-
ment du contréle en class) (Saboya, sous presse)
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Ces diverses analyses contribuent a montrer I’apport des recherches collaboratives en didac-
tique des mathématiques : clarification, explicitation de la didactique praticienne et de la didac-
tique de recherche en interaction, a travers ces diverses ressources interprétatives et d’action ex-
plicitées dans cette co-construction.

4.3. Un éclairage sur le dispositif de formation que constitue la recherche collaborative

et sur son apport pour le développement professionnel des enseignants.
Au coeur des différents projets, qui ont en commun un effort de médiation entre recherche en
didactique des mathématiques et pratique en enseignement des mathématiques, s’¢élabore un sa-
voir de I’action (des situations, des activités, des stratégies d’interventions en enseignement des
mathématiques, un repérage sur des productions des ¢éleves,...) construit autour du point de vue
de différents acteurs sociaux (chercheurs en didactique des mathématiques, enseignants..) en in-
tercompréhension autour d’un projet commun (par exemple élaboration d’une intervention au-
pres de classes faibles en mathématiques au secondaire, élaboration de scénarios d’intervention
visant le développement de la modélisation, de situations visant un développement du contréle
chez les éleéves en algebre, d’interventions visant une meilleure transition entre le primaire et le
secondaire en mathématiques.....).

Un dispositif médiateur supporte la rencontre entre les différents acteurs, il est le lieu d’une
démarche réflexive (d’un questionnement sur la pratique) et est producteur de sens sur I’action
(contribuant a un nouvel éclairage sur des questions liées a 1’enseignement des mathématiques).
En ce sens ’activité aménagée avec les enseignants est nous 1’avons dit une occasion de déve-
loppement professionnel. Mais que s’y passe t-il exactement ? Quel rdle joue cet espace ré-
flexif ? Que peut-on dire du mode d’interaction qui s’établit entre les partenaires ? Que peut-on
en déduire sur le mode de réflexivité qui y est encouragé (en regard de la pratique)? Nous avons
cherché a caractériser davantage cet espace par 1’analyse du contrat réflexif négoci¢ dans
I’informel de I’interaction entre enseignants et chercheurs (voir a ce sujet Bednarz, Maheux,
Barry, 2007). Cette analyse permet de mieux comprendre de I’intérieur le potentiel de la démar-
che de recherche collaborative pour le développement professionnel des enseignants impliqués.
Dans la perspective contextualisée qui est la notre, ce développement professionnel des prati-
ciens impliqués dans ces recherches :

v’ Prend en effet place a l'intérieur d’une certaine approche encourageant implicitement une
certaine maniere de réfléchir sur la pratique (ce que met en évidence 1’analyse du contrat)

v’ comporte une dimension de résultante : ce qui est produit par les acteurs dans cette recher-
che au bénéfice de leur pratique. Les
praticiens disposent a la fin du projet d’un répertoire d’activités, de situations co-construites en
lien des contenus, des processus.

v Enfin ce développement professionnel issu de [’approche, et dont témoigne I’analyse des
données réalisées dans quelques projets (Bednarz, Barry, sous presse; Savoie-Zajc, Bednarz,
2007), renvoie aussi a un rapport revisité a leur pratique : en lien par exemple avec les ma-
thématiques qu’ils enseignent, les éléves et leur apprentissage, I’enseignement des mathémati-
ques, la résolution de problémes...; en lien avec l'accompagnement d'enseignants pour les
conseillers pédagogiques.
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Conclusion

La recherche collaborative constitue une avancée importante pour la conception en di-
dactique des mathématiques de situations d’enseignement, d’activités au croisement de didacti-
que de recherche et de didactique praticienne, des situations, activités en quelque sorte mises a
I’épreuve de la pratique, négociées, restructurées, fécondes sur le plan des apprentissages mais
aussi viables en contexte. Cette manicre différente d’approcher la conception d’activités en ma-
thématiques vient éclairer en retour la didactique de recherche sous I’angle notamment d’une
meilleure compréhension de la didactique praticienne a 1’ceuvre dans cette construction (res-
sources structurantes mobilisées en pratique par 1’enseignant et qu’il met a contribution, explici-
te dans cette construction, restructuration des situations d’enseignement et principes qui la gui-
dent, caractéristiques des situations élaborées...). Les analyses illustrent aussi le potentiel de ces
recherches collaboratives pour le développement professionnel des praticiens qui y sont enga-
gés, un développement professionnel qui s’exprime a travers une explicitation et compréhension
de leur pratique en enseignement des mathématiques, autour de contenus et processus, des reca-
drages de ce savoir enseigner, une complexification de ce savoir agir en enseignement des ma-
thématiques ouvrant sur plusieurs possibles, le développement de la capacité pour 1’enseignant
de poser un jugement nuancé, complexe, en contexte (Bednarz et al., 2007). Ce travail oblige,
du point de vue du chercheur, a reconnaitre qu’il n’a pas le monopole du sens, a reconnaitre une
légitimité aux modéles, interprétations mis de 1’avant par 1’enseignant.
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Contribution a I’étude de la culture scolaire
Cas de la résolution de problemes dans
I’enseignement des mathématiques

Jarmila Novotna, Université Charles, Faculté de Pédagogie, Prague, République Tcheéque®

Résumé

Cet article présente une recherche sur la maniére de concevoir, d’étudier et d’améliorer la
culture scolaire des éléves dans le cas de la résolution de problémes dans I’enseignement des
mathématiques dans la scolarité obligatoire. Cette notion, fort courante aujourd’hui, est rare-
ment définie ou étudiée en tant que telle. L auteur présente une recherche en cours ou elle ana-
lyse, dans le cadre de la théorie des situations didactiques, des situations visant a mieux com-
prendre les conditions susceptibles de transformer les significations accordées aux problémes et
a leur résolution. Autrement dit, il s’agit d’examiner quelques leviers pouvant transformer la
culture scolaire des éleves et d’évaluer leurs effets didactiques en termes d’activité mathémati-
que.

Abstract

The paper presents a research on how to understand, study and improve students’ school cul-
ture in case of problem solving in mathematics education. This issue, although of utter impor-
tance nowadays, is rarely defined and studied on its own. The author presents an ongoing re-
search in which she analyses situations within the frame of the Theory of didactical situations
with the aim to gain a better insight into the conditions under which the approach to problems
and their solution are transformed; in other words, to study tools that can transform students’
school culture and to evaluate their didactical effects in the perspective of a mathematical activ-

ity.

1. Introduction

Dans I’enseignement des mathématiques, les problémes sont vécus par les professeurs mais
aussi par les éléves comme des épreuves, des sortes de piéges utiles, pour contrdler s’ils ont ap-
pris et plus rarement comme des occasions d’apprendre des mathématiques. Les erreurs sont
considérées comme des manifestations des connaissances des éléves voire méme parfois comme
des indices de leur échec. En conséquence, les éléves considérent souvent les problémes comme
les instruments d’évaluation au détriment d’une occasion d’apprendre des mathématiques. Ain-
si, les problémes ont essentiellement pour effet d’isoler ceux qui réussissent de ceux qui
échouent.

Dans cette recherche, nous opérerons un renversement de cette conception en recentrant
I’activité du professeur et celle des éléves sur les problémes eux-mémes. Nous cherchons les
moyens de développer chez les éléves une culture vivante des problémes, d’en faire des
« connaisseurs de problémes » afin qu’ils considerent les problémes comme des instruments né-

¢ Le travail présent¢ dans cet article est fait en coopération avec Guy Brousseau, LACES, Université
Bordeaux 2, France, dans le projet 2-09-04 dans le programme Partenariat Hubert-Curien (PHC) Barran-
de 2009.
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cessaires a leur apprentissage et connaissance des occasions de visiter collectivement certaines
contrées des mathématiques.

Il s’agira donc de développer chez les €éléves un rapport moins étroitement didactique aux
problémes de mathématiques ; de les conduire a regarder les problémes comme des ceuvres et,
répétons-le, pas seulement comme des seuls instruments maniés par le professeur pour leur en-
seigner et pour les évaluer. Nous faisons I’hypothése que cette forme de connaissance des pro-
blémes pourrait développer chez eux une sorte de culture mathématique qui se manifesterait, en-
tre autres, par un comportement plus homogene dans les classes.

La question principale est évidemment de savoir dans quelle mesure cette approche aurait un
effet bénéfique non seulement sur les dispositions des éléves a 1’égard des problémes mais évi-
demment aussi sur leurs connaissances et sur leurs capacités a résoudre des problémes et, dans
I’affirmative, a quel prix.

Les enseignants de la scolarité obligatoire doivent satisfaire une double obligation :

e  Enseigner des savoirs scientifiques, aussi transposés et simplifiés que nécessaire ;

e  Transmettre la « culture » de la société.

La synthése est trés complexe car la science avance, accumule de nouveaux savoirs et recti-
fie les erreurs du passé. L’enseignant se trouve alors devant une tache de simplification et de
rectification des connaissances anciennes, de choix et de transposition des connaissances
nouvelles. Pour ce faire, il doit exercer un double contrdle :

e  d’un public se référant volontairement ou non a la culture et aux connaissances ancien-
nes,

e et d’un milieu scientifique et économique se référant aux connaissances nouvelles.

S’il est relativement facile de changer le programme de mathématiques (la liste des notions
mathématiques a enseigner et la facon de les organiser et de les définir), le choix des problémes
est beaucoup plus délicat. En effet, ce choix engage une foule de facteurs a la fois de nature di-
dactiques et mathématiques. Eu égard a leur enracinement dans le langage, les problémes ver-
baux (les « word problems » tels qu’ils sont désigner par les anglo-saxons) sont finalement le
terrain de la confrontation entre 1’ancienne et la nouvelle culture et constituent ainsi le champ
dans lequel on peut observer ces tensions et repérer les évolutions.

En effet, les problémes sont intéressants aussi bien comme les témoins de 1’état de pénétra-
tion d’une idée « nouvelle » que comme moyen essentiel de faire évoluer les usages et les lan-
gages et a travers eux, les pratiques mathématiques enseignées. Comment rejeter les erreurs an-
ciennes, en particulier celles véhiculées par le langage lorsqu’il s’agit d’erreurs conceptuelles ?
Comment opérer ces changements sans les identifier ou méme les exposer ce qui reviendrait a
les faire revivre avec tout leur cortége d’ambiguité et de malentendus ? Il est si difficile de s’en
défaire qu’il vaudrait mieux les oublier, mais le plus souvent, au nom de la culture, la société les
impose de nouveau.

Les problémes verbaux portent la trace de la maniére dont les cultures ont abord¢, formulé et
compris les concepts mathématiques au cours de I’histoire de I’humanité. Ils sont donc le dépo-
sitoire de toutes les avancées mais aussi de tous les piéges épistémologiques qui ont balisé la
découverte, les constructions et reconstructions des mathématiques (Novotnd, 2003). C’est la
raison pour laquelle nous avons retenu pour cette recherche les problémes verbaux, leurs usages
et leurs possibilités d’évolution.
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2. Cadre théorique

Cette recherche s’inscrit dans le cadre de la Théorie des situations didactiques en mathémati-
ques (TSDM) (Brousseau, 1998). Les principes qui ont guidé le protocole, les préparations des
activités et des situations proposées dans les classes prendre sens au sein de ce cadre théorique.
C’est la raison pour laquelle, nous rappellerons rapidement quelques concepts essentiels tels : la
distinction « savoirs/connaissances », la situation didactique, le contrat didactique et ses para-
doxes, le glissement méta-didactique et bien slr 1"analyse a priori et a posteriori.

2.1. Savoirs et connaissances

Les connaissances peuvent étre caractérisés comme des moyens de prendre une décision, de
choisir une action, une formulation, une preuve etc. Dans les situations ou un sujet manipule des
savoirs, il utilise des connaissances qui ne sont pas son objet d’études mais ses moyens. Ainsi
un méme énoncé peut étre une connaissance ou un savoir suivant son réle dans une situation
donnée. Par exemple les modéles spontanés en dynamique élémentaire sont des formes de
connaissance des situations qualitatives, opposées aux savoirs qui se manifestent dans les cal-
culs. Pour I’observateur, un savoir est un moyen de reconnaitre et de traiter des connaissances
et des rapports entre connaissances. La conversion d’une connaissance — c’est-a-dire d’un
moyen de décision - en savoir, et celle d’un savoir en moyen de décision peuvent paraitre com-
me évidentes et mécaniques ou comme le résultat d’un simple changement de point de vue. Les
connaissances sont indispensables & la mise en ceuvre des savoirs. (Brousseau, Sarrazy, 2002)

L’environnement d’un probléme ne fonctionne pas suivant le schéma naif de la mémoire des
savoirs ; autrement dit, il ne sert pas a retrouver une solution « déja-la ». Il tend plutot a faire
envisager des possibilités, a faire interroger la situation nouvelle jusqu’a faire émerger et cons-
truire ou reconstruire le bon point de vue et a établir la solution adéquate. Cet environnement est
beaucoup plus varié et beaucoup plus complexe que la seule collection de savoirs tenus pour
«vrais ». Cet environnement est fait de souvenirs plus ou moins précis, de « connaissances »
parfois incertaines, de questions pertinentes mais sans réponses fermes, de formulations ambi-
gués ou méme franchement inappropriées. Autrement dit, dans une situation certaine (c’est-a-
dire dans laquelle il n’y a aucune incertitude), I’énoncé tient la fonction d’un savoir ; inverse-
ment, dans une situation incertaine, le probléme tient la fonction plus modeste de connaissance.

Nous envisageons les problémes non seulement comme des taches ou 1’éléve met en ceuvre le
savoir enseigné mais aussi comme une incitation a une activité individuelle qui doit simuler des
activités mathématiques réelles ou supposées qui accompagnent et fondent ces savoirs. Ainsi,
les problémes sont des instruments essentiels permettant une acculturation des éléves a une pra-
tique culturelle, plus cachée, car plus profonde, que la pratique des langages mais, du méme
coup, plus difficile a transmettre.

Ces dimensions épistémologiques, sociales et culturelles que nous venons d’évoquer sont
trop souvent écrasées par la réification naive des modeles issus de la psychologie cognitive qui
réduit les connaissances aux savoirs institutionnalisés et culturellement organisés (cf. Sarrazy,
2006) Dans cette perspective, le professeur et les éléves sont tenus de n’utiliser ostensiblement
que les savoirs institutionnalisés c'est-a-dire reconnus comme vrais et comme ayant été explici-
tement enseignés a 1’ensemble de la classe. Mais, comme nous l’avons montré par ail-
leurs (cf. Brousseau, Novotna, 2008), la capacité de résoudre un probléme dépend aussi de
connaissances non institutionnalisées et parfois inconscientes développées par les éléves au
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cours d’activités antérieures. Elles sont faites de souvenirs de situations ou de contextes plus ou
moins précis ou exacts, de bribes d’algorithmes ou de preuves, de formulations personnelles,
d’habitudes inanalysées, de sentiments personnels, etc. Le savoir est le moyen d’identifier parmi
les connaissances celles qui sont reconnues vraies, mais aussi une partie des connaissances
communes incertaines ou fausses mais notables.

Remarquons enfin, que dans la conduite des activités, le professeur utilise aussi des connais-
sances communes aux ¢léves pour leur faire produire ou admettre les propositions vraies. Il les
utilise a I’aide d’un ensemble de préceptes et d’habitudes épistémologiques et heuristiques qui
ne peuvent pas étre des savoirs mais qui, pourtant, lui sont indispensables. L’ensemble de ces
connaissances est indispensable au fonctionnement des classes et constitue une culture assez
spécifique a chacune d’elle.

2.2. Le contrat didactique
Méme si le concept est aujourd’hui bien connu (Brousseau, 1998 ; Brousseau, Sarrazy, 2002 ;
Sarrazy, 1995) rappelons que le contrat didactique est défini comme :
L’ensemble des obligations réciproques et des « sanctions » que chaque partenaire de la situa-
tion didactique impose ou croit imposer, explicitement ou implicitement, aux autres, et celles
qu’on lui impose ou qu’il croit qu’on lui impose, a propos de la connaissance en cause. Le
contrat didactique est le résultat d’une «négociation» souvent implicite des modalités
d’établissement des rapports entre un éléve ou un groupe d'éléves, un certain milieu et un sys-
téme éducatif. On peut considérer que les obligations du professeur vis a vis de la société qui lui
délégue sa légitimité didactique sont aussi une partie déterminante du contrat didactique.
Le contrat didactique n'est pas un vrai contrat ; il n'est pas explicite, les conditions de ruptures et
les sanctions ne peuvent étre données a 1’avance. En fait le contrat doit étre considéré comme
une forme de définition d’une situation didactique. Plus précisément, une situation didactique
permet de dresser un inventaire des contrats suivant la répartition des responsabilités entre
I’enseignant et 1’éléve.

2.3. Glissement méta-didactique
Le glissement méta-didactique est le processus didactique qui conduit a 1’utilisation didactique
effrénée du glissement métacognitif c’est-a-dire au remplacement d’une connaissance par un de
ses modeles par une description en métalangage. Lorsqu'une activité d'enseignement a échoué,
le professeur peut étre conduit a se justifier et, pour continuer son action, a prendre ses propres
explications et ses moyens heuristiques comme objets d'étude a la place de la véritable connais-
sance mathématique. D’objets d’études ils deviennent par le méme processus objets
d’enseignement; la forme se substitue au fond. (Brousseau, 1998). Cet effet peut se réitérer, se
cumuler plusieurs fois, concerner toute une communauté et constituer un véritable processus
échappant au contréle de ses acteurs (Brousseau, Sarrazy, 2002)

Les glissements méta-didactiques peuvent prendre des formes différentes ; ils peuvent se pré-
senter comme une heuristique, comme des moyens mnémotechniques, ils peuvent se manifester
par 'utilisation des métaphores, ou par 1’enseignement de la résolution elle-méme (d"un algo-
rithme) (Sarrazy, 1997).
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3. Les axes de recherche

Dans cette partie, nous présentons et analysons les situations visant a accroitre et a transfor-
mer le sens que les éléves accordent aux problémes. Nous nous centrerons plus particuliérement
sur l'organisation des situations didactiques susceptibles de contribuer a ce changement
d’attitude tant du c6té des éléves, que du c6té des professeurs. Précisons enfin que nous accor-
derons une attention particuliére a 1’évitement de 1’écueil du glissement méta-didactique.

Les aspects présentés ici sont issus d'une recherche beaucoup plus large orientée par les
questions suivantes :

o Comment les éléves « jugent-ils » les problémes qui leur sont proposés ? Selon quels

critéres ? Les classifications et les rangements « spontanés » qu’ils en font sont-ils semblables

et unanimes ou trés différents ? Quels rapports entretiennent ces opinions avec leur réussite,

leur apprentissage ? etc.

e Les ¢éleves peuvent-ils reconnaitre expliciter et expliquer les similitudes et les différen-

ces entre les problémes ? Peuvent-ils reconnaitre différents problémes relevant d’un méme

modéle mathématique, dans des conditions variées ?

. Peuvent-ils établir des correspondances entre des énoncés ou entre des solutions pour

repérer une « structure » commune ?

e  Peuvent-ils commenter des solutions (effectives ou standardisées) ?

e  Peuvent-ils rédiger des énoncés de problémes sur un théme donné ? Peuvent-ils cher-

cher systématiquement des problemes similaires ou différents ? Ces activités seraient-elles

I’occasion de développer des considérations épistémologiques et heuristiques utiles aux ¢él¢e-

ves et aux professeurs ?

e  Est-il pertinent de développer chez les éléves une partie du rapport des professeurs a ces

problémes ?

o Quelles sont les conditions qui permettent de recentrer I’activité du professeur et des

¢léves afin de développer collectivement une culture vivante des problémes et des concepts

mathématique enseignés ?

4. Protocole de recherche

Nos observations montrent que pendant les activités mathématiques des éléves, le professeur
utilise les connaissances et savoirs des ¢léves pour leur faire produire ou accepter diverses dé-
clarations. Comme nous 1’avons dit plus haut, il utilise aussi un ensemble de propositions et met
en acte un certain nombre de pratiques qui ne sont pas des « savoirs vrais » mais qui sont toute-
fois indispensables pour éléves. Cet ensemble caractérise une culture assez spécifique a chaque
classe. Etudier cette culture permet d’envisager la résolution de problémes dans une perspective
fort différente que la perspective classique (le plus souvent marquée par la psychologie), beau-
coup plus proche de 1"activité spontanée des mathématiciens et, selon nous, beaucoup plus favo-
rable pour I’étude des mathématiques. Ce changement de perspective exige des transformations
profondes dans les pratiques des professeurs.

Ce projet de recherche a été co-¢élaboré par Guy Brousseau et moi-méme ; les expériences ont
été réalisées plusieurs fois, pendant trois années scolaires, dans les écoles tchéques et slovaques
avec des ¢léves de 12-14 ans. Les analyses et propositions pour les réajustements du protocole
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ont été faites en coopération avec les chercheurs et les professeurs. Chaque année, au moins
trois classes participaient a ces expériences.
Le protocole expérimental peut se résumer en trois points :
1. Propositions des situations didactiques visant a transformer le rapport des éléves a la ré-
solution de problémes ;
2. Réalisation des situations didactiques proposées ;
3. Analyses et régulations sur la base des résultats.

4.1. Projet

Le projet est structurellement organisé en trois phases :

e  La premiére phase vise a réunir les conditions de transformation des rapports des éléves

aux problémes de mathématiques : du probléme congu comme un instrument d’évaluation au

probléme comme un objet d’évaluation par les éleves.

e La deuxiéme phase est centrée sur les conditions de prise de conscience par les éléves

des similarités et des différences mathématiques entre les problémes qu’ils ont a résoudre. Il

s’agit pour les éléves d’agréger des problémes a des catégories de problémes en tenant comp-

te de 1’organisation de la solution et des opérations mathématiques a effectuer (la question de
la modélisation mathématique du probléme y sera discutée).

. La troisiéme phase a pour but de transformer la culture des problémes en se centrant sur

I’attention des éléves aux modéeles mathématiques des problémes et leurs similitudes.

Ces phases ont été continiment évaluées et 1’organisation des phases a ét¢ modifiée en fonc-
tion des résultats de nos analyses. Si les objectifs du dispositif étaient clairement définis,
'organisation réelle de I’expérience devait prendre en compte quelques écueils envisageables
attachés aux effets didactiques susceptibles d’apparaitre. A titre d’exemple, nous présentons ci-
aprés celui concernant la modélisation mathématique.

Cette notion est beaucoup utilisée dans la littérature mais elle est rarement définie. Nous en
proposons deux qui nous paraissent adaptées a notre perspective :

e Un modéle mathématique est une traduction d’une réalité adaptée a certains outils, tech-

niques et théories mathématiques ; réciproquement, il permet la traduction des résultats ma-

thématiques dans le monde réel. Un modéle est pertinent s'il couvre bien le champ du pro-
bléme réel, s'il permet d'obtenir le résultat escompté (description du phénoméne avec le
niveau de détail ou de synthése souhaité, ou prévisions se révélant justes a posteriori, dans le

délai souhaité et s’il est réutilisable).7

e  Le processus d’identification d’une partie de la réalité¢ procéde d’un mouvement allant
de la totalit¢ non-analysée vers une séparation de certains éléments, et consiste a examiner
leurs relations (binaires, ternaires) et leurs propriétés ; il est alors possible de décrire cette
partie de la réalité dans un langage qui utilise un ensemble de constantes (étiquetage des élé-
ments) et de. Nous appelons cette description un « modéle de la réalité ». Ce modéle de la ré-
alité est déterminé par une trinité ordonnée [K,R V], ou K est I'ensemble de symboles que
nous utilisons pour étiqueter les objets de la partie de la réalité, R est 1’ensemble de relations
correspondantes avec les relations discernées, V est 1’ensemble des propositions des proprié-

7 http://fr.wikipedia.org/
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tés de la réalité que nous déja connaissons, formulées dans un langage pertinent. (Kufina,

1989)

Mais comment conduire les €léves a cette conception sans la leur enseigner directement ?
L’écueil du glissement méta-didactique est ici tout a fait patent : il est en effet possible que le
professeur puisse enseigner le modele mathématique a la place des connaissances et savoirs uti-
les pour la résolution. De plus, il convient aussi d’éviter que les éléves confondent les opéra-
tions mathématiques utilisées comme moyens de résolution avec le modéle mathématique lui-
méme (cf. par exemple cette déclaration argumentation d’un éléve (13 ans) : « Tous nos pro-
blémes sont de la méme famille parce que nous avons utilisé les opérations addition, soustrac-
tion, multiplication ou division dans tous. »)

La nécessité de diminuer ces écueils (en lien avec le modele mathématique) a été une préoc-
cupation constante dans notre dispositif expérimental. Par exemple, nous avons été conduit a
modifier ['ordre des activités et a augmenter le nombre de phases afin d’accroitre 1’espace pour
les éléves favorisant le repérage du modéle mathématique sans étre contraint de le définir expli-
citement.

4.2. L organisation récente des activités

Nous décrivons ici les cinq phases telles qu’elles ont été réalisées pendant 1’année scolaire
2008/2009 dans trois écoles tcheéques et une école slovaque avec les éleves de 1'dge 12-15 ans.
L’organisation dans toutes les classes était la méme, seuls différaient les problémes utilisés et le
domaine mathématique considéré.

1% phase (pour plus de détails, voir Brousseau, Novotna, 2008)

La question centrale de cette phase est de savoir s’il y a ou non accord des éléves dans des
rangements des problémes selon différents critéres : difficulté, longueur de 1’énoncé, longueur
de la résolution, intérét, clarté, utilité ? Il s’agit ici de savoir si les éléves pergoivent (de fagon
peut étre implicite) certains caractéres « non-scolaires » des problémes qui leur sont proposés.

Le critére de longueur de [’énoncé est un seul critére objectif parmi les six critéres. La diffi-
culté des problemes est un des critéres retenus qui devrait apparaitre le plus fréquemment aussi
bien dans le discours du professeur que dans celui des éleves. L’intérét d’'un probléme est un
critére dépendant de 1’orientation des intéréts de chaque individu. Le sens de 1’utilité d’un pro-
bleme joue sans doute un role utile mais faible. La clarté est aussi un critére subjectif. Le critére
de longueur de la résolution a été ajouté récemment pour évaluer le type de rapport des éléves a
la résolution elle-méme (soit les éléves se limitent a appliquer les algorithmes enseignés, soit ils
cherchent a conceptualiser le probléme et a construire leurs propres algorithmes). Un accord si-
gnificatif sur un rangement pour une variable donnée signifie que le groupe des €léves est sensi-
ble a cette variable.

Déroulement : Le professeur choisi cing problémes déja abordés avec ses éléves et leur de-
mande de les résoudre et de noter la durée de chaque résolution. Pendant la classe a 1"école,
chaque éléve dispose d’un tableau (Tab. 1) qui leur permet d’exprimer un rangement de la série
de problémes suivant des critéres. Deux lignes supplémentaires permettent aux éléves qui le
veulent de proposer des critéres de leur choix et un rangement afférent, et une colonne pour des
commentaires. (Brousseau, Novotna, 2008) Dans cette phase, une coopération des ¢€léves n’est
pas autorisée.
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Le professeur recueille les réponses sans faire de commentaires. Puis un traitement statistique

des réponses est effectué (test de Kendall) afin d’estimer la concordance des rangements :8 un
compte-rendu des divers rangements est ensuite communiqué aux ¢€léves portant sur
I’homogénéité ou la dispersion de leurs choix, les explications (sans jugement) sur les réponses
etc. sur lequel s’engage une discussion avec les éléves.

Critere Rangement de problemes Notes
Difficulté Le plus Le moins
facile facile
Intéressant Le plus Le moins
intér. intér.
Longueur Le plus Le plus
de texte court longue
Longueur Le plus Le plus
de résolu- | court longue
tion
Clarté Le plus Le moins
claire claire
Utilité Le plus Le moins
utile utile
Tab. 1

8 Le Test de concordance de Kendall indique si des « juges » (les éléves) ont des opinions concordan-
tes au sujet d’un caractére : une propriété ordonnable, appliquée a plusieurs objets. Si les rangements ob-
tenus par I’ensemble des juges s’écartent suffisamment de ce qu’on obtiendrait en rangeant les problémes
au hasard, nous dirons qu’il y a une certaine concordance entre les opinions des juges. Que I’on sache ou
non définir explicitement et déterminer objectivement la propriété en question, si les juges la manifestent
de maniére cohérente, ils attestent qu’elle existe et peut étre utilisée. - L’hypothése nulle est que les opi-
nions ne concordent pas. rejetée si le coefficient de concordance w de Kendall est supérieur a la valeur
limite correspondant au seuil choisi. (Brousseau, 1993)
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Bilan : Il n’y a pas ni de bonne, ni de mauvaise réponse. L’expérience a fait apparaitre quel-
ques concordances sur les opinions ; on a aussi constaté que ces concordances étaient liées a des
facteurs propres a chaque classe (un effet du statut, du professeur, a I’hétérogénéité des clas-
ses):9

21éme hase

Le but de cette phase est d’attirer ’attention des éléves sur le modele mathématique (plu-
sieurs problémes proposés ont effet le méme modele mathématique). Est-il POSSIBLE (mais
pas NECESSAIRE) de les résoudre de la méme fagon ? Bien sfir, la notion de modéle mathéma-
tique du probléme n’est pas explicitement évoquée dans les discussions. Néanmoins nous pen-
sons que la compréhension du modele mathématique pourrait simplifier le travail des éleves
dans les prochaines phases.

Déroulement : Cette activité se déroule en une legon ; le probléme préparé par le professeur
est résolu collectivement au tableau. Le modele mathématique de ce probléme est facilement
identifiable pour des éléves de ce niveau d’études.

Les ¢éleves travaillent par groupes (de 2 a 4 par groupe) et ont pour consigne de fabriquer un
ou deux problémes qui peuvent étre résolus « de méme fagon » que le probléme initial. Chaque
groupe présente ensuite son (ses) probléme(s) et leur(s) solution(s). Cette présentation est col-
lectivement discutée.

Bilan : Au final, il nous est apparu que pour favoriser la sensibilité des éléves aux problémes
ayant un méme modele mathématique, une synthése de 1activité s’avérait importante (elle a été
réalisée sous des formes différentes). La discussion entre éléves (avec une faible participation
du professeur) est aussi un aspect qui nous est apparu important. Enfin, afin de favoriser la dé-
volution de I’activité, le professeur peut montrer quelques problémes qu’il a lui méme congus

ayant le méme modeéle mathématique.
1

3™ phase

Le but de cette phase est de préparer un milieu dans lequel la notion du modéle mathématique
du probléme apparaisse naturellement et clairement. Il s’agit de proposer aux éléves un ensem-
ble de problémes et de leur demander de les classer selon leur « similitude » mathématique.
Pour ce faire, des « problémes-types » (de modéles différents) sont préparés. Quinze problémes
verbaux sont proposés par le professeur : plusieurs problémes pour chaque type et quelques au-
tres qui ne présentent aucun lien avec les « problémes- types ».

Deéroulement : La premiére partie de cette phase — la résolution des « problémes types » et
des quinze problémes verbaux — est réalisée par les éléves en dehors du temps scolaire (chez
eux).

La deuxi¢éme partie a lieu a 1’école pendant de deux lecons consécutives.

° Exemple des résultats d"appréciation des critéres :

Ecole A | .. DI Intérét | -ongueur de Longueur de Clarté |  Utilité
ficulté texte résolution
 Bons S S 0,05 $0,01 NS S005 | $005
éleves 0,10
Eleves NS NS $0,01 NS NS S 0,05
faibles
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Pendant la premicére, les éléves travaillent par groupe de trois ou quatre. Ils doivent regrouper
les problémes par « problémes-types ».

Dans la seconde lecon, une discussion collective est organisée afin de s’accorder sur une
classification finale des problémes selon les modéles mathématiques et d’exclure des ressem-
blances non-mathématiques (par exemple celles attachées a « l’environnement » de 1'énoncé,
aux mots-signaux etc.).

Pour favoriser I’investissement des éléves, cette activité peut étre organisée sous la forme
d’une compétition (des points sont attribués aux groupes pour chaque probléme verbal classé
correctement). Dans le cas ou les €éléves ne parviennent pas a établir un consensus sur la classi-
fication d"un probléme, le professeur intervient et aide les éléves a le classer (dans ce cas, aucun
point n’est attribué).

Bilan : L’algorithme pour établir la relation entre deux problémes est assez complexe. Le pro-
fesseur peut étre conduit d’indiquer explicitement 1’appartenance (ou non) dun ou plusieurs
problémes a une classe de « problémes-type » sans que cette intervention soit institutionnalisée.
Le professeur ne cherche pas en effet (pour I’instant) a enseigner une méthode mais doit seule-
ment s’assurer que les éléves (en particulier les faibles) participent en donnant leur opinion.

4™ phase

Dans la description de cette phase, nous utiliseront la terminologie suivante : deux problémes
sont appelés « équivalents » s’il suffit de substituer les nombres de 1'un dans les calculs de
l"autre et le résultat est obtenu. Le probléme original est un probléme dont le modéle mathéma-
tique différe des autres. Les problémes de la méme famille sont les problémes dont le modele

mathématique est partiellement ou totalement pareil.lo Le classement est toujours relatif a un
groupe spécifique de problémes et, dans certains groupes de problémes, plusieurs variantes de
classement peuvent apparaitre. (Bures, Hrabakova, 2008)

On I’aura compris, le but de cette phase est permettre aux éléves de découvrir des problémes
originaux (ou de méme type) et de les reconnaitre comme des problémes utiles pour la résolu-
tion des problémes. Autrement dit, nous pensons que cette activité leur permettra de comprendre
qu’il « est possible de produire la solution d’un probléme en donnant la solution d’un autre ».
Précisons que notre but ici n’était pas de réaliser une « activité scolaire classique » mais d’ offrir
aux éléves un espace de réflexion sur la résolution de problémes ; autrement dit, nous visons un
développement des connaissances et pas des savoirs. C’est la raison pour laquelle, nous n’avons
pas utilisé une terminologie précise et des problémes équivalent (de la méme famille) ce qui au-
rait pu étre contre-productif.

Déroulement : Le professeur prépare six problémes verbaux d un domaine de mathématique
connu des éléves. Les €léves résolvent ces problémes comme ils ont I’habitude de la faire.

La séance commence par une phase de travail en groupes puis alterne cette forme de travail
avec des phases collectives avec la totalité du groupe classe. En groupes, les éléves cherchent

190On I’a vu, les deux phases précédentes sont centrées sur 1'équivalences des problémes. Toutefois, si-
gnalons que ce choix conduit a nous priver de I’examen de similitudes plus fines et selon nous plus im-
portantes pour la résolution de problémes. C’est le cas par exemple, lorsque le probléme nouveau contient
un sous-probléme équivalent a un probléme déja résolu ou encore lorsqu’un sous-probléme dun problé-
me est équivalent a un sous-probléme d’un autre.
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des similarités entre ces six problémes. Les critéres de similarités ne sont pas donnés. Les grou-
pes formulent par écrit les groupements réalisés et justifient leurs classifications.

Dans la phase collective, chaque groupe présente a I’ensemble de la classe les similarités re-
pérées. Les groupements proposés sont ensuite notés au tableau (cf. Tab. 2) qui résume ainsi les
différents groupements obtenus selon des différents critéres. Le professeur se limite & remarquer
1"existence des criteres différents sans se prononcer sur leur pertinence.

Problémes Critére Problémes Critére Problémes Critere
Groupe | similaires appliqué | similaires appliqué | similaires appliqué

1

2

Tab. 2

Puis, une phase en grand groupe reprend. Cette fois, le professeur indique un de six proble-
mes et demande les €leves de choisir parmi les autres les problémes qui pourraient aider leur
frére, leur sceur ou un ami a résoudre le probléme indiqué par le professeur. Chape groupe note
son choix et sa justification. Ces choix sont ensuite collectivement présentés et discutés. Ces
deux phases peuvent étre répétées en cas de nécessité.

Bilan : Le but de cette phase a bien été atteint : elle a effectivement permis d’orienter
I’attention des éléves vers les similitudes et différences des modéles mathématiques des divers

problémes sans pour autant utiliser des définitions complexes pour les élevesl . Si les criteres
liés aux modéeles mathématiques ont été largement utilisés, d autres critéres non-mathématiques
I’ont ét¢ aussi. La deuxiéme activité (en groupe) a permis de recentrer 1 attention des éléves vers
les criteres.

Siéme hase

Le but de cette phase est de résumer et de préciser les connaissances acquises pendant les
trois phases précédentes. Elle est organisée sous la forme d’une activité de création des proble-

mes par les éléves!2.

Déroulement : Les éléves devaient créer des problémes avec une thématique (non-
mathématique) commune (par exemple, le supermarché). Chaque groupe choisit un de ces pro-
blémes, I’ensemble de ces problémes est ensuite reproduit par le professeur et chaque éléve doit
les résoudre individuellement.

Pendant la premic¢re séance, les éléves travaillent en groupes : ils comparent les énoncés
(cherchent les similitudes des méthodes de solution) et s’accordent sur le fait que le probléme
qu'ils ont produit est susceptible d’étre utile a la résolution d’un ou de plusieurs autres proble-
mes de la liste. Si c’est le cas, ils ont la possibilité de le remplacer par un autre ; ils doivent ren-
dre le nouveau probléme au professeur avant la séance suivante.

Pendant la seconde séance, chaque groupe présente a I’ensemble de la classe son probléme
(le premier ou le nouveau), la méthode de résolution et justifie le fait que leur probléme ne peut

1 On a pu noter, plusieurs fois, I’'usage de ce terme spontanément par quelques éléves.
12 Notons que la création d’énoncés de problémes représente une partie essentielle du travail des ma-
thématiciens.
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pas aider (ni méme partiellement) a la résolution d’un autre probléme de la liste. Les autres él¢-
ves ont la possibilité de discuter et de réagir a ces propositions.

Bilan : Cette activité a été assez bien acceptée par les éléves. Les questionnaires d’évaluation
que les ¢léves ont renseigné apreés 1'activité ont permis de montrer qu’ils ont particuliérement
apprécié la possibilité qui leur était offerte de communiquer et de débattre, de devoir justifier
leurs décisions, de pouvoir réviser leur résolution et surtout d’avoir un espace destiné a réfléchir
sur les diverses procédures de résolution — et pas seulement de présenter les solutions des pro-
blémes comme ils ont I’habitude de le faire. Pour I’ensemble de ces raisons, on peut considérer
notre objectif comme atteint.

5. Conclusion

Nous I’avons vu, la transformation du rapport des éléves aux problémes, et le développement
de la culture des problémes, suppose un regard plus technique sur la résolution et différent de
celui qu’ils portent habituellement sur cette activité. Méme si nos premiers résultats sont encou-
rageants, restent encore plusieurs questions, comme celle de 1’évaluation de cette activité : Que
peut mesurer / évaluer? Quelles sont les relations de ce type d’activité avec les connaissances
mathématiques préalables des éleves, leur degré de maitrise de la langue maternelle, etc. ?

Nous avons présenté quelques aspects de ce que nous avons appelé « une culture scolaire des
problémes » ; il reste examiner les raisons des différences de cultures entre classes et leurs effets
didactiques aussi bien du c6té des professeurs que de celui des éléves. L’ensemble de nos résul-
tats nous incite a un certain optimisme. En effet, les éléves qui savent résoudre un probléme
peuvent (souvent) faire des rapprochements utiles ; en revanche, pour ceux qui ne le savent pas,
ceux ne reconnaissent pas les caractéres qui pourraient étre utiles, il s’avére inutile de les leur
montrer directement. En effet, pour résoudre un probléme il est nécessaire de comprendre pour-
quoi cette solution s’impose et cela ne peut pas dériver du fait qu’elle ressemble a une autre car
les ressemblances sont utiles quand on « sait » controler la valeur de ces ressemblances.

Notons pour finir, que ce dispositif est exigeant du point de vue de I’investissement des pro-
fesseurs : explication des consignes, choix et préparation des situations, évaluations des résultats
etc. Il convient aussi d’étre vigilant a certains glissements méta-didactiques, ou plus générale-
ment quelques autres effets liés aux paradoxes du contrat. Enfin, nous voudrions aussi souligner
I’importance de 1'institutionnalisation des diverses découvertes des €léves.

Enfin, si ce projet est destiné a améliorer la culture de la résolution de problemes des éleves,
il nous apparait que les activités que nous avons présentées peuvent aussi €tre utiles pour conce-
voir de nouvelles situations didactiques (particuliérement a-didactiques) dans d’autres domaines
des mathématiques scolaires pour mieux ceuvrer a leur diffusion.
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Mathematical Activity and Classroom Practice from a
Sociocultural Perspectivel3

Luis Radford
Université Laurentienne
Ontario, Canada

Introduction

A quick glance at what is going on in mathematics education makes plain that we are living
in a time of fast changes. The general theme of this conference is in this sense very revealing:
“Mathematical activity in classroom practice and as research object in didactics”. A detached
theoretical investigation of practical matters conducted at a certain distance from the realm of
action, that is to say, the mathematics classroom, no longer seems possible. It looks like we
have been convinced that theory and practice must go hand in hand and that we cannot have one
without the other. Or even better: that there is a dialectical relationship between theory and prac-
tice, and that a true understanding of mathematical activity can only result from an in depth
theoretical and practical inquiry.

Indeed, in the past few years there has been an important and noticeable shift: the object of
research has to be investigated in situ as it were. We could summarize this paradigmatic shift as
the “anthropological turn” in mathematics education. Such a turn, however, does not go without
its own theoretical and methodological problems. For one thing, it is leading us to new concep-
tions of what mathematics activity and classroom practices are. Within this context, the tradi-
tional roles of the teacher and the student are being transformed. The anthropological turn is so
significant that it seems that a substantial revision of our classical theories in mathematics edu-
cation is required —or even that new paths have to be envisioned and forged. It is only against
this background that the general topic of the annual PME conference this year makes sense. The
title of the PME topic was indeed “In search for theories in Mathematics Education™. This shift
should not surprise us, as the manner in which we are looking at the mathematics classroom, the
teacher and the students are all undergoing a process of change.

My goal in this presentation is not to dwell on those aspects that have led us to see the
mathematical activity, mathematics classroom and their protagonists in a different way. I am
rather interested in saying something about how mathematical activity in classroom practice
looks like when it is seeing through the prism of sociocultural approaches. Let me start with the
question of mathematical activity.

Mathematical Activity

Mathematical activity is, of course, one among the many kinds of human activity. Its speci-
ficity is that it deals with a specific field of content—mathematics. To talk about mathematical
activity as something specific seems to be granted by the fact that it does not appear to be the
same activity as the one that can be found in other domains of knowledge—for instance litera-

13 This article is a result of a research program funded by The Social Sciences and Humanities Re-
search Council of Canada / Le Conseil de recherches en sciences humaines du Canada (SSHRC/CRSH).
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ture, law or the arts. In the most general sense, mathematics, I want to contend, could be consid-
ered as a form of cultural reflection, action, and understanding that differs from others in its em-
phasis on, e.g., numbers, shapes, figures, time, space, and motion. Of course, such an emphasis
varies from culture to culture and from one historical period to another, making the borders of
mathematics not only fuzzy but also relative. Music, for instance, was considered a part of
mathematics in ancient Greece and in the Middle Ages. Now it is considered a part of the arts.

However, what makes mathematical activity different from other forms of activity is not
really its content or the general nature of its objects. What really makes mathematical activity
distinctive overall is the kind of thinking or reasoning that it conveys. Mathematical objects are
general, this is true. Not even the most perfect of the particular triangles is capable of conveying
the general nature of the mathematical object triangle. But so are the objects of law or art. Not
even the most perfect gesture of justice can convey the general nature of what ‘justice’ is. Nor
can we find the general expression of beauty in any of its particular instances. The specificity of
mathematical activity lies hence not in the generality of the objects it deals with, but on the
forms of thinking and reflecting it conveys.

Now, the temptation here is to consider mathematical forms of thinking and reflecting as
something universal, as Western rationalist epistemologies do. Such epistemologies interpret
other forms of mathematical thinking as imperfect, sometimes “exotic” versions of Western
mathematical thinking. Two errors are are usually made. The first one is to denaturalize the
mathematical forms of thinking from their own historical and cultural contexts. The second one,
which is a corollary of the previous one, is to attribute to mathematicians of the past achieve-
ments that, under closer examination, do not make sense in the context of the mathematics they
were practicing. The history of mathematics is full of such accounts. For instance, Euclid is of-
ten portrayed as an algebraist who did not have at his disposal the algebraic symbolism of Vieta
but was nonetheless in possession of the corresponding algebraic ideas. It seems more appropri-
ate to conceive of forms of mathematical thinking and reflecting in their own sociocultural con-
text (Radford, 1997).

Let me discuss a short example that illustrates well, I think, the importance of understanding
forms of mathematical thinking in their own habitat. It comes from the mathematics of the Lo-
boda community of people in Normanby Island, in Papua New Guinea. Lobodan people do use
mathematics, but it differs from our Western numeric-oriented mathematics in striking ways. It
is not that the Lobodans are unable to count. In fact, they may count if needed. They even have
a counting system with words for a few numbers. However for the most part, counting is unnec-
essary in Lobodan activities. In fact, Lobodan activities revolve around gualitative organizing
systems and principles. As a result, their mathematical form of thinking is of a qualitative com-
parative nature. Thus, to describe lengths, quantities, years, time, etc. The measured object is
compared to another familiar object. The length of a necklace may be compared to the length of
one’s arm. In a story, a man was sent back to his village, which according to our distance sys-
tem was about 40 miles away. In the story, this distance is referred to as far away as “from here
(Loboda) to Sanaroa Island” (Thune, 1978, p. 72). Following this same contextual comparative
pattern of thought, mothers do not express the age of their children in years, but in terms of cru-
cial stages of aging (e.g., memeyo for infant, gwama for child, tubuhau and gomwagwehine for
adolescent boys and girls, etc.). As the anthropologist Carl Eugene Thune observes, “It is not so
much that one couldn’t develop means for keeping track of age using the Loboda numerical
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terminology... as there is no interest in doing so.” (1978, p. 74). When repaying a gift received
previously, they are meticulous in being fair: they repay by giving back some equivalent amount
(as opposed to equal). It would not make sense to say that the receiving side has to repay the
same number of, say, yams, for yams are not counted. They are heaped together and considered
as a collective gift. Repaying the collective gift means that a heap of yams of the same (ap-
proximate) size must be given (Thune, 1978, p. 75). It would be an ethnocentric mistake,
though, to consider Loboda’s concept of number as a kind of area or volume concept. Areas and
volumes are ideas expressed in numerical terms, exactly what the Lobodas do not do!

We see hence that the Loboda’s mathematical thinking is interested in stressing quantities in
terms of practical comparisons to other situated elements rather than to absolute standards. Lo-
boda’s mathematical thinking rests on an epistemological stance according to which their world
is not conceived of as organized by numbers. As a result their practices are not numerically ori-
ented. It makes no sense to develop a quantitative mathematics in such a context.

In presenting this example, I wanted to stress the fact that when we say that the specificity of
mathematical activity lies not only in the objects it deals with, but in the forms of thinking and
reflecting it conveys, we would bear in mind that these forms of thinking and reflecting mathe-
matically may be varied. It turns out that mathematics and its concomitant forms of thinking are
not universal. Rather, as Owens put it, they are as cultural as are food taboos (Owens, 2001, p.
157).

Let me now dwell upon the question of classroom practice.

Classroom practice

The question of classroom practice is a delicate one as it depends on ontological, epistemo-
logical, and psychological assumptions concerning knowledge and the manner in which learn-
ing actually occurs. These assumptions frame conceptions about the purpose of education, the
relationship between knowledge and the learners and, more generally, the role of the different
actors in the classroom.

Knowledge

As we all know, most contemporary theories have adopted the view according to which the
individual constructs his or her own knowledge, as he or she is moved by adaptive needs. The
idea of adaptation and the mechanisms that make it possible were introduced by Piaget in his
genetic epistemology. They were borrowed from biology. Human beings are, of course, biologi-
cal creatures. Thus, the mechanisms of adaptation should in principle apply to them. This is
true. However, what distinguishes human beings from other biological species is precisely the
fact that they are also, and are overall, cultural creatures. What this means is that mechanisms of
adaptation are insufficient to account for the production of knowledge and the processes of
learning. Indeed, the production of knowledge and the processes of learning occur in complex
sociocultural contexts that are much more than sources of stimuli for adaptation to occur. The
environment is not merely a space where the individual finds the material to produce her subjec-
tive “viable knowledge”—to borrow the term from von Glasersfeld (1995). On the contrary, the
environment affects, in profound ways, the manner in which individuals come to learn or pro-
duce knowledge. The environment, Vygotsky argued in Educational Psychology—hid first
book, written when he was working at the Gomel Teachers’ School before moving to Mos-
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cow— affects the individual not only directly but also indirectly. The environment affects the
individual in very subtle ways, through all forms of social action and organization “that have
been established in the course of historical development and have become hardened in the form
of legal statutes, moral precepts, artistic tastes, and so on.” (Vygotsky, 1926/1997, p. 211).

Vygotsky made those remarks in his argument against the biological views of the time where
adaptation was considered a fundamental principle governing the development of organic life
both in ontogenesis and phylogenesis. It is in this context that the famous recapitulation theory
that advocates the recapitulation of phylogenesis by ontogenesis was formulated and that Vy-
gotsky was objecting to it. It is interesting to note in this respect that if Piaget was interested in
phylogenesis (i.e., the historical evolution of ideas and the mechanisms of their production), it
was so just to refute history: the mechanisms of adaptation, Piaget argued, were universal, hence
ahistorical and acultural. They have always been the same everywhere, regardless of the histori-
cal period we are looking at.

We see here a parting of ways. Sociocultural approaches follow here a different path from the
one followed by Piagetian inspired theories. Instead of conceiving of cognition in adaptive
terms, socioculturalists consider cognition as a cultural and historically constituted form of re-
flection and action embedded in social praxes and mediated by language, interaction, signs and
artifacts. As a result, knowledge is produced by cognizing subjects who are, in their productive
endeavours, subsumed in historically constituted traditions of thinking. And this, of course,
leads to different conceptions of the classroom and the learner.

The learner

The Piagetian idea of knowledge as the result of subjective adaptive actions goes hand in
hand with another important idea —the culturally detached self-regulating epistemic subject of
Piagetian theory. Education and psychology have drawn heavily on this concept to craft their
concept of the individual and the learner. It is the Canadian psychologist Jack Martin who has, |
think, best described the main characteristics of learners and individuals molded by such epis-
temic subjects. In Martin’s words,

The self of self-regulated learning appears as an individual labouring in relative solitude...
When social factors are considered they mostly are framed as variables that mediate or influence
what is predominately a highly individualistic pattern of development... The central concern is
for an individual actor capable of simultaneous action and reflection on this action, much like a
stereotypic scientist in close scrutiny and judgement of experimental phenomena of interest.
(Martin, 2004, pp. 193-194)

This individual, Martin remarks, acts like a Cartesian thinker, a self

isolated from its surrounds even as it is shaped and affected by circumstances and events,
which while always influential are not seen as in any way constitutive of the core self... one that
surveys the exterior landscape for signs of personal affirmation and possibilities for expression
on the one hand, and clued to strategic action on the other... its most vital resources are appar-
ently available within its detached internality. It acts as a final arbiter over whether or not its
strategies are effective or its appraisals self-sustaining...This is a self that already knows its
business, one that requires only a facilitative grooming to become more fully socialized and in-
tellectually engaged. (Martin, 2004, p. 197)
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The cognizing subject of sociocultural theories is not a Cartesian cogitator. On the contrary, it
is a subject that thinks within a cultural background and that, in so doing, goes beyond the ne-
cessities of mere ahistorical adaptive urges. In other terms, for sociocultural theories the “will to
knowledge” (to borrow Foucault’s term) and the way knowledge comes into being are neither
driven nor shaped by adaptive needs or impulses to produce “viable” hypotheses or “optimal”
results. A Loboda child sees the world through the prism of her culture and reasons mathemati-
cally in terms that are consonant with the qualitative epistemological stance that embeds the
Loboda practices. I shall have more to say on the sociocultural concepts of the learner. Now I
will turn to the question of how learning occurs.

How learning actually occurs

As previously mentioned, the central premise of many contemporary theories is that each
student has to construct her own knowledge. Even if it is in a context of interaction and ex-
change with others, in the end no one can construct a piece of knowledge and then pass it on to
you. The relationship between knowledge and learner is, here, a direct one. Learning and per-
sonal knowledge construction coincide. This is why the teacher is compelled to restrain herself
from giving clues to the students—Iet along telling them the answers! Brousseau (1997) has bet-
ter than anyone else shown the tremendous difficulties that arise for teachers and students from
this conception of learning. Teachers have to be cautious to not giving more to the students than
what is strictly needed. Even a grimace or an involuntary gesture can ruin the learning project,
for if the teacher says or does more than what she should, she trespasses the thin line that sepa-
rates her from the student’s autonomy, so that knowledge is no longer the personal construction
of the student. Instead of genuine knowledge, what the teacher and the student produce here is
the illusion of knowledge—as in the Effet Topaz. And since these difficulties are simply the
logical consequences of the adopted theoretical premises, they cannot be avoided. They mani-
fest themselves as paradoxes—heavy crosses that teachers and students have to carry on their
shoulders as they interact with each other.

Sociocultural theories

In sociocultural theories, learning and the personal construction of knowledge do not neces-
sarily coincide. There can be genuine learning without it necessarily coming from the student
herself.

Sociocultural theories have described learning in different ways. One of them puts the em-
phasis on internalization. Another one conceives of learning in terms of participation.

Internalization

The idea of internalization was introduced by Vygotsky as a theoretical construct to account
for the link between the individual and his or her environment. It constitutes one of the central
ideas of the cultural-historical theory formulated in the early 1930s— although implicit versions
of it can be found in earlier articles, such as the 1929 article “The cultural development of the
child” (Vygotsky, 1929). In fact, the idea of internalization cannot be considered as an isolated
concept: it is deeply related to Vygotsky’s own concept of human development and the role that
signs play therein. Internalization makes operational another key theoretical construct of the cul-
tural-historical theory, namely the genetic law of cultural development. The latter Vygotsky

36 .
Cl1 M CIEAEM 61 — Montréal, Quebéc, Canada, July 26-31, 2009



- Proceedings CIEAEM 61 — Montréal, Quebéc, Canada, July 26-31, 2009
CIRAIT) “Quaderni di Ricerca in Didattica (Matematica)”, Supplemento n. 2, 2009.
G.R.ILM. (Department of Mathematics, University of Palermo, Italy)

stated as follows: “Every [psychic] function in the child’s cultural development appears twice:
first, on the social level, and later, on the individual level” (Vygotsky, 1978, p. 57). Internaliza-
tion as a process mediated by signs is precisely what ensures the passage from the social to the
individual level: “The internalization of cultural forms of behavior involves the reconstruction
of psychological activity on the basis of sign operations.” (Vygotsky, 1978, p. 57)

A detailed exposition of Vygotsky’s cultural-historical theory is beyond the scope of this
presentation, as is a historical reconstruction of its main concepts. I will therefore limit my dis-
cussion here to note that, for several reasons, the theory has been subjected to criticism. Some of
the criticism was expressed during Vygotsky’s time while some appeared in recent years. Some,
of course, result from blatant misunderstandings of Vygotsky’s work, the most common of
which is to interpret Vygotsky’s theory as a theory of direct cultural transmission. Commenting
on this popular and unfortunate misinterpretation Lave and Wenger said: “learning as internali-
zation is too easily construed as an unproblematic process of absorbing the given, as a matter of
transmission and assimilation.” (Lave & Wenger, 1991, p. 47). Yet, already in his early work,
Vygotsky claimed a crucial role for the student in her own learning. Thus, the old pedagogy, he
said “treated the student like a sponge which absorbs new knowledge.” Elaborating on the idea
in more detail, he claimed that “the assumption that the student is simply passive... is the great-
est of sins, since it takes as its foundation the false rule that the teacher is everything and the
student nothing.” (Vygotsky, 1926/1997, p. 48). The teacher, Vygotsky insisted, cannot be pic-
tured as injecting knowledge into the student’s mind. Thus,

Just as a gardener would be acting foolishly if he [the teacher] were to try to affect the growth
of a plant by directly tugging at its roots with his hands from underneath the plant, so is the
teacher in contradiction with the essential nature of education if he bends all his efforts at di-
rectly influencing the student. (Vygotsky, 1926/1997, p. 49)

The teacher, for Vygotsky, had an important and delicate role to play in the classroom in
guiding and directing the student’s environment. These ideas were developed later on and cul-
minated in Vygotsky’s concept of zone of proximal development, introduced in his opus magna,
Thinking and Speech.

But more interesting than the misleading interpretations are the epistemological objections
that have been made to Vygotsky’s theory. Thus, the fact of casting the relationship between the
individual and her context in terms of internalization can be said to still keep traces of a form of
individualistic thinking that fails to resolve the famous dichotomy between the internal and the
external. As Veresov asks, “Where is the difference or even the border between external and in-
ternal then?” (Veresov, 1999, p. 225).

We need to recall that Vygotsky’s theory was developed as an attempt to go beyond the re-
flexology and idealist research of his time. He often complained that psychology inspired by re-
flexology was a psychology of behaviour without mind, and that psychology inspired by subjec-
tive idealism (introspection, for instance) was a theory of the mind without behaviour. In the
footsteps of Spinoza, he was trying to overcome dualist theories (theories based on two systems,
the internal and the external) and to formulate a monist theory of consciousness. But this was
not without contradictions. Veresov has this to say:

What essentially does it mean to abandon the postulate of two system existence and to what
conclusions and logical effects does it lead? This logically leads to a full rejection of the idea of
the existence of the internal and the external and, consequently, to the radical refusal of the con-
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cept of internalisation as a mechanism of the origin of internal structures of consciousness. Ac-
tually, the concept of internalization becomes senseless in this case. (Veresov, 1999, p. 226)

Vygotsky’s last works show his effort to overcome these difficulties (in particular his search
of units of analysis). I am not going to discuss this part, as my intention was to show that Vy-
gotsky’s theory, based on the idea of internalization, is not exempt from theoretical difficulties
that have implications for our conceptions of learning.

Participation

As I mentioned before, sociocultural theories have also conceived of learning and develop-
ment in terms of participation. The basic idea here is that students learn as they participate in
social practices. This is the idea that was put forward by Rogoff (1990), Lave (1988) and Lave
and Wenger (1991), among others. In this perspective, the shift of attention moves from the
psychological to the social. I consider this perspective interesting, but all the same, a fine-
grained analysis of learning in classroom processes, | want to argue, cannot omit the psycho-
logical dimension.

Some colleagues, students and I have been working out another approach that takes its inspi-
ration from the work of Vygotsky but thematizes the question of learning in ways that are dif-
ferent from participation and internalization. We talk about objectification. 1 will try to explain
as briefly as possible the main ideas in the rest of the paper.

Objectification

The starting point is the following. At birth, we all enter a world that is not only populated by
concrete objects but also by systems of thinking and modes of being. Although systems of
thinking and modes of being are not visible in the way that palpable chairs, cars and other mate-
rial objects are, they do exist and are entangled with the material world. Systems of thinking in-
clude forms of mathematical, scientific, aesthetic, ethical, juridical, and other kinds of reason-
ing—that is to say, forms of reflecting about, and acting in, the world. Modes of being intimate
those manners in which we come to perceive ourselves and others. To illustrate how modes of
being are culturally framed, let us consider for a moment the sense of self in ancient Greece.
What was understood to be a good citizen and a good person in Athens, for instance, was very
different from what is understood in, say, a liberal regime today. A good Athenian citizen was
expected to take part in public life and be engaged in the multiple matters of the polis, i.e., the
community of citizens, which provided its members with a whole and encompassing sense of
belonging. A good Athenian citizen was expected to run his life in accordance with standards
that would be at odds with the mores and conventions of contemporary liberal regimes, their
concept of self-making persons and their cult for autonomy and the private.

Like systems of ideas, forms of being are certainly cultural through and through. They both
have been historically and culturally constituted and shape the form and content of the activities
of our everyday life. This is why it might be helpful to conceive of cultures as offering models
or templates of cognition and personhood to their individuals. These templates are not strait-
jackets—although, as history teaches us, they may become so in oppressive systems.

For the theory of objectification, what learning is about is precisely the learning of those
forms of reasoning and action as well as the individual’s transformative participation in so-
ciocultural processes of agency (Radford, 2008). The theory resists the idea that knowing and
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learning consist of transmitting knowledge. Or else that knowing and learning are the personal
“construction” of the student. True, knowing something presupposes not only knowledge but
also a knower. However, in the theory of objectification, this knower is considered to emerge in
its contact with knowledge and other individuals in accordance with the modes of knowing and
being that its culture makes available to it.

How do these considerations translate into classroom practices?

Since learning cannot be reduced to the cognitive dimension, since it also includes the di-
mension of the self—for knowing and being are conceived of as imbricated into each other—we
seek to create the conditions of possibility for students to become acquainted with and acquire
fluency in historically constituted cultural forms of action, reflection and reasoning as they en-
gage in complex interactional settings. We theorize the students’ reflective acquaintance with
cognitive historical forms of action and reasoning as processes of objectification. To investigate
these processes, our research team (which includes the teachers of the classrooms in which we
conduct our research) implements mathematical activities that are structured in terms of increas-
ing conceptual difficulty. We take into consideration the fact that mathematical thinking can oc-
cur at various levels of generality. To this, we add the epistemological premise that the concep-
tual difficulty of the mathematical task and the semiotic systems that mediate the mathematical
thinking that is thus elicited characterize those levels of generality. Against this background, we
then scrutinize the processes of objectification, i.e., the social and dynamic processes by means
of which the students navigate through levels of mathematical generality. Empirically, they are
investigated by studying the multi-semiotic activity that the students display. In the theory of
objectification, this semiotic activity is assumed to reveal the ways in which students gain flu-
ency in the cultural forms of mathematical thinking.

Now, the students’ semiotic activity is displayed through different semiotic systems, such as
language, gestures, the use of various types of mathematical sign systems (algebraic alphanu-
meric language, graphs, tables, signs for numbers, etc.), and other subtler semiotic resources
such as rhythm. Our task is hence to account for the manner in which, through this complex and
interrelated semiotic classroom activity, the students become conversant with the cultural logic
behind mathematics. One of the psychological premises of the theory is that processes of mean-
ing-making and understanding are achieved through composite meanings. For instance, lan-
guage offers abstract categorical meanings while gestures, in the form of indexical, iconic or
other kinds, offer analogical forms of expression. What we see when we observe the students’
mathematical activity through these lenses is that mathematical meanings are forged through a
subtle combination of such apparently unrelated meanings (Radford, Bardini, & Sabena, 2007;
Radford, Miranda, & Guzman, 2008).

To address the question of subjectivity and agency, we make sure that the implementation of
our mathematical activities unfolds in complex classroom social settings that allow the students
to encounter other voices and understandings (Radford & Demers, 2004). However, in contrast
to other contemporary approaches in mathematics education, interaction is not considered in the
theory of objectification as a “negotiation” of meanings. The idea of negotiating something is
still a vestige of individualistic thinking. You can negotiate something only if you possess some-
thing. From the outset negotiation assumes an antagonistic positioning between the “I”” and the
“non-I" (i.e., the “Other”). But that is not all. Negotiating involves you, your antagonist and
something else. Indeed, to negotiate, you have to possess something. This is why it does not
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make sense to negotiate something if you do not have anything with which to negotiate. Thus,
the idea of negotiation of meaning is still navigating in the troubled waters of individualism
while resorting to meaning in a consumerist fashion. To pose the problem of interaction in such
terms, of course, is at odds with the premises of the theory of objectification. In the latter, the
question of meaning is seen instead as a joint endeavor not only among students, but also be-
tween the students and the teacher. And this leads us to the concept of the zone of proximal de-
velopment.

Zones of proximal development

Although Vygotsky’s idea of the zone of proximal development (ZPD) is perhaps his most
frequently used concept, it is unfortunately the least understood of all Vygotskian ideas. Usually
it is quoted as the “discrepancy between a child’s actual mental age and the level he reaches in
solving problems with assistance” (Vygotsky, 1986, p. 187). And often, it is understood as a
simple space of knowledge transmission: the space where the teacher dispatches knowledge to
the student. We have already discussed why this idea is alien to Vygotsky’s own ideas. In other
no less unfortunate interpretations, the ZPD appears as something intrinsic to the student. In-
deed, the concept of ZPD is often presented as if the student has his or her own ZPD, regardless
of the sociocultural context within which he/she develops. This simplification of Vygotsky’s
original idea overlooks the fact that the ZPD was Vygotsky’s construct to account for the prob-
lem of the relationship between instruction and development. It overlooks the fundamental in-
sight that distinguishes Vygotsky’s approach from those of others, namely that instruction leads
the course of development and that such a course depends on the kind of relationship that is cre-
ated between the student and her context. This is why, rather than an absolute concept, the ZPD
is a relational one (see also Schneuwly, 2008). In particular, it is forged out of the interaction
between students, and between the students and their teacher. The ZPD is not a static thing that
belongs to one particular student but rather a social, complex system in motion.

Mathematical activities in our classroom practices revolve around the idea of ZPD. It is in
those zones that learning actually occurs. The philosophy behind the idea of ZPD frames the
role of both the teacher and the students. Let me explain it by making a comparison.

As mentioned previously, in constructivist theories, genuine learning has to come from the
student. Otherwise the autonomous construction of knowledge is put into peril. The teacher thus
has to abstain herself from giving the answer to the student or mentioning something that can
insinuate those aspects of the target knowledge that the student is supposed to personally con-
struct. As Brousseau tells us, “Between the moment the student accepts the problem as if it were
her own and the moment when she produces her answer, the teacher refrains from interfering
and suggesting the knowledge that she wants to see appear.” (Brousseau, 1997, p. 30). The dis-
appearance of the teacher characterizes what an “adidactic” situation is. In such a situation, the
student is on her own in her task to conquer knowledge.

In the ZPD the situation is exactly the opposite. To conquer knowledge, the teacher partici-
pates in a direct and active matter. Perhaps we can picture the difference by imagining a 100-
meter sprint race and a rowing race (see Figure 1). In the first one, the coach does not run along
with the sprinter. In the second one, the racer is not alone. The racer is part of a group. One of
them—the coxswain—is in charge of making tactical decisions, making sure that the team races
in the good direction, and provides encouragement and motivation—hence acting very much
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like the sociocultural teacher, who orients the direction of the discussions, readjusts the ideas
when needed, and provides feedback on the dynamics of the class.

The previous comments do not mean that there are no adidactic situations in the sociocultural
classroom practice. They exist, but as warm ups: the teacher lets the students go as far as they
can by themselves. The students’ responsibility is to row as hard as they can. The teacher helps
the students go farther still.

As can be seen from the previous remarks, the structure and the dynamics of a sociocultural
classroom inspired by the theory of objectification are driven by conceptions of leaning and be-
ing that are different from the conceptions ado ted b other theorles

Figure 1. To the left, a 100-meter sprint race. The sprinter runs towards the finishing line on
her own. To the right, a rowing team and its coxswain (far right). The coxswain fully partici-
pates in the race orienting the boat trajectory, providing feedback on the crew performance, and
making tactical decisions.

The question for us does not really concern having the students producing knowledge in an
autonomous way. On the contrary, learning is conceived of as a communal event. Thus, instead
of encouraging the students to make personal constructions, we encourage them to talk to each
other, to try to understand other viewpoints, to encounter other voices and to build joint projects
(Radford, 2009). We also encourage them to become critical towards themselves and the
mathematical ideas circulating in the classroom.

Thus, in one Grade 3 class the students were invited to invent a story-problem and solve it in
small groups using algebraic techniques. When they were done, each group was associated with
another group (Group 1 with Group 2; Group 3 with Group 4, etc.). Then, the teacher invited the
groups to exchange their solutions. The activity sheet of Group 1 was sent to Group 2, and vice-
versa, etc. The students were asked to study the other group’s solution and to try to make sense
of it. They were also asked to identify the ideas with which they agreed and those with which
they did not agree. After this, Groups 1 and 2 got together and, in turn, presented their agree-
ments and disagreements to the other group. Learning to disagree is one of the values that we
promote. Disagreeing entails the development of cultural forms of mathematical argumentation,
justification, and reasoning. Let us note that the teacher is not shy of becoming involved in
those discussions, if the students find themselves in a dead-end. For, in the end, what has been
learned is not the property of this or that student or the teacher. Learning has been weaved in
with the voices, perspectives, agreements and disagreements of all the members of the class-
room community—to which, of course, the teacher entirely belongs.
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Introduction

In the last 20 years we witnessed a development of research on "how" our brain works,
how it processes the information, how it stores, how it links these, which are the areas appointed
to a certain function and how these are interconnected with this each other etc. Then how it
learn.

Many people are interested to these results, first of all psychologists that are interested
in the problems since long time, but also the neurophysiologists and the many categories of
people who have intentions of speculative nature, but also with other kind of application. We
can think to problems arising from situations of disability, related to brain injury to various
types and more, etc ...

In the study of the processes of teaching / learning the knowledge of the results of this
field is central. Not only for the study of disorders in learning mathematics or in situations of
physical disability but also for those situations that are labeled with the word "normal."

Do so an innate mathematical knowledge exist? Is an understanding of natural language
innate? What is the relationship between natural languages and mathematics? To all these ques-
tions, the neurophysiology of the brain begins to give tentative results. They, as scientific

knowledge, can not be definitive!4, but they could immediately help us to "better" interpret the
phenomena of teaching / learning of Mathematics.
We present a general outline of this work:

1. A possible consolidated overview of the neuroscience re-
search and learning of Mathematics: The Numeric Module, the
approximation, the distance effect.

2. Does the numerical module explains everything?

3. The effects on teaching / learning of Numeric Module:
discrete / continuous, etc.. A new classification of obstacles?

14 In this research area the news are almost daily. The news of the most prestigious international journals in neuro-
science are continuous. In Italy this service is done by the magazine "Le Scienze", the Italian edition of "Scientific
American". It shows the most important findings published on “Nature” journals and similar neuroscience journals.
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4. Plasticity and disability: an example of injured brain.

5. The mirror neurons: the laboratory, the processes of
communication in teaching / learning, etc.

6. Fractions: the open problem of the day ...

What we discuss, even if in a first approximation, in this work is to be a further study on
some epistemological and educational issues related to neuroscience research and consolidate
learning of Mathematics. Specifically we want to discuss some of the most significant results on
key aspects of mathematics learning such as the Numeric Module, the approximation, the con-
cept of fraction and rational number and the behaviour continuous / discrete significant for same
didactical activity in scientific subject.

With this objective in this work, we will discuss an appropriate analysis of the case
study referred to a injured brain with cognitive difficulties in learning of the order relation, a
reading of the processes of teaching learning activities through the workshop mirror neurons.

1.0 Consolidated Research on Neuroscience and Learning Mathematics

We are now at the stage of theoretical and experimental reflection of Teaching / Learn-
ing of Mathematics. Which is the nowadays role of Neuroscience? Which is its contribution to
research in Mathematics Education? How to integrate research results of "cognitive" with the
results of increasingly surprising neuroscience?

1.1 The Numerical Module.
Butterworth (1999) assumes the existence of a brain that contains a specific numerical
Module, that classifies the world in terms of size. The capacities of the module are then ex-

tended by learning related to the socio-cultural, school, etc ... (brain plasticityls).

The immediatizing (as Butterworth declare) or the subitizing, that is referred to the
first perception of the numerosity, according to him, encourage in children a sense of equality
between the counting and the initial perception, the understanding that when they count one-
two - three items, they get the same number that they received at a first sight, naive.

According to Butterworth, at the age of four years approximately, the immediatizing,
already present, it is used in the counting fingers raised and accompanied by the verbal meaning
of words that express the numerosity, to discovery of the conceptual tools provided by culture.
For all the innate structure can work only up to four years after that age is replaced by more
"complex" techniques. The dominant practice in the world is the base 10 and, therefore, we

15 Neuroplasticity (also referred to as brain plasticity, cortical plasticity or cortical re-mapping) is
the changing of neurons and the organization of their networks and so their function by experience.
According to the theory of neuroplasticity, thinking, learning, and acting actually change both the brain's
physical structure and functional organization from top to bottom. Neuroscientists are presently engaged
in a reconciliation of critical period studies demonstrating the immutability of the brain after development
with the new findings on neuroplasticity, which reveal the mutability of both structural and functional
aspects. (Wikipedia)
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must learn the system of numerical symbols, based on positional notation: making an example,
in this context, the Chinese-speaking children of four, five and six years have a tremendous ad-
vantage compared with children speaking English and European.

The Chinese, in fact, overcome the difficulties of the first ten numbers (among other
monosyllables phonetically, with the additional advantage for storage) have no more problems
since they do not have to learn other words, "the eleventh" and "twelve" in Italian language are
in Chinese language are "ten — one, ten — two”. The twenty two - ten and so on will be. A simi-
lar argument is developed by Dehaene (1997), who also notes, as the Chinese “memorize” dur-
ing the school years, wherever the study, a capacity for mental calculation than more good to
peers in other languages.

According to Butterworth (1999, p.124) if the ability to count is to be fully acquired,
children must know that:

- Is not important which order the objects are counted;
- Is not important what kind of items are: they can be concrete object, but may also be ac-
tions or sounds.

In a historical-cultural perspective, our brain is the result of millions of years of evolu-
tion. If we think, throughout this time period the adapting issue relatively distant from those we
must solve today. It is precisely from these considerations that a lot of experimental research
also helped by Functional Magnetic Resonance'® (and in some cases by PET), as been made led
to the following results.

According to this research, our brain would have an "accumulator" as that of rats and
other animals, an approximate accumulator that allows us to store and compare numerical mag-
nitudes. This “tool” has been called "digital module".

The following figure highlights the relationship between numerical form, conceptual
tools, writing and symbolic natural language, etc ...

CULTURE
Conceptual Tools

Specific
words
used for
couniing

71N
=
S

Numerical
symbok

16 Regarding the methodological aspects of the methods of Neuro-Imaging we will refer to the work of
Andean L. Roskies, 2003.and F. Lacquaniti, 2003). In this work, the techniques are discussed and the
methodological and scientific aspects of Functional Magnetic Resonance and PET.
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Fig.1 Relationship between numerical form, conceptual tools, writing and symbolic natural
language, etc ..."7

The main characteristics Numerical Module discussed in literature are:
1. Proto-numerical system.
2. Brain circuit: accumulator!s.
3. The accumulator is a brain circuit that allows us to:

* Distinguish two, three or four sounds;

* Represent the quantities intuitively;

* Make approximate additions;

» manipulate elements continue but not discrete numbers.

What are the first consequences?

Reassess the approximation ...

1. The evaluation of the approximate number of items in a set does not seem easier or more dif-
ficult or immediately of recognize their color or their position.

2. The ability to compare two numerical quantity is an ability more fundamental and probably
most widespread in the animal world.

Numerosity perception (distance effect)
* If the two quantities of objects to compare are quite numerical distinguisched (eg 2, 6) there
aren’t errors of numerical perception.
« If the two figures are not very different, then the error is safe?.
* The distance effect is found experimentally in all animal species.
» Examples of possible errors:
2 +2 =5 reasonable error
2 +2 =97 a different logic from ours?

The children has only a mental representation of the continuous and approximate numbers.

* The inability to keep the issue: poor understanding of the intentions of the investigator.
« If children less than one year old shall not exceed the Piaget’ tests of object permanence it can
due to immaturity of prefrontal cortex, which controls the movement of outlet.

In the brain, representing the operation of sum (and multiplication) is separated from that
subtraction. (Butterworth, p. 185)

17 Butterworth, o.c.

18 Suppose that land on the island of cannibals. How does R. Crusoe to count them?
Every time you see a deviation in the water container for regular intervals of time with the water flow rate
constant. At the end of counting the accumulation will be n times the volume of water diverted at each
landing. Number and level are equivalent. In any number of cannibals correspond to a different level. You
can also subtract. One drawback is that the accumulator numbers, discrete set, are represented by con-
tinuous quantities, the water levels. (Butterworth, 1999)
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The functional architecture of arithmetic.
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Fig.2 The functional architecture of arithmetic '

"People experiment the numbers in many ways: as words language spoken loud, as printed
numerical symbols ... This means that the brain has two tasks. First, it must separate the num-
bers (5, five) from the other input, for example words that do not relate to the numbers (end), in
a second time to treat the numbers in appropriate ay to the task. Our studies show that patients
in the brain there are separate pathways that lead to input to output for "Trascofication" to read
and to write numbers and to arithmetic (execution of calculations). However, both pathways

converge on the same system when it's time to say or write the numbers." (Butterworth, 1999, p.
200)

Dahene and Cohen argue that when we compare numbers we use the analogical representation
according to the metaphor accumulator. This representation is used by the two hemispheres.

Even if the right hemisphere uses analogical signals, which explains why the responses that
spring tends to be approximated, the accident could still use the representations of numerosity,
which is why his answers are almost always correct.

According to Butterworth is only the left hemisphere, which may represent the number.

There is a strong relationship between the Numerical Module and the perception of own right
hand (for a right-handed), left (for a left-handed).

Only a minority of people is aware of a form of numbers or a line of numbers. The area of the
brain mainly responsible for our sense of space is located in the parietal lobe.

19 Butterworth, o.c.
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Devlin (1999) argues that the rules of space and time are innate and I summarizes the results on
numerical form according to this assumption:

» The same object can not simultaneously stay in several different positions;

* Two different objects can not stay the same position;

* A physical object can neither appear or disappear suddenly: his trajectory space-time must
be continuous.

 Shadows, reflections and transparencies are the exceptions.

* The brain represents the quantity as a slide rule graduated according to a logarithmic scale
can do. On this edge, the space given to the range between 1 and 2 is equal to that granted be-
tween 2 and 4 or between 4 and 8.

* I[f we choose random numbers we are led to pick the numbers small.

» The association between numbers and space is the origin of the image with which numeric
quantities are represented in our brain, which is to a line number.

* Small to left, big to right. Which the largest number? Between 4 and 5 or between 53 and
527 The two biggest issues seem to be more close to each other.

* The direction of association between numbers and space seems to be connected to the sense
of writing.

The localization of activity in our numerical brain makes us to think about some comments
made by educational psychologists, pedagogues and teachers of Mathematics.
A strange coincidence: Base 10 Counting by hands. From Parietal lobe to the frontal lobe.

The neuroscience since many years emphasized a connection between motor area, areas of lan-
guage and numeric form. This connection is partly due to contiguity of these areas.

* Frontal Lobo centre of the language;

* Parietal Lobo, arithmetic activity;

* Left Parietal Lobo control of the fingers?;

* linguistic representation of the numbers correct: Frontal Lobe.

CENTRAL SULCUS

PRECENTRAL GYRUS POSTCENTRAL GYRUS

LATERAL SULCUS
CEREBELLUM
TEMPORAL LOBE

MEDULLA

20The count with your fingers, repeat aloud, etc ... have been useful advice for the teaching of Mathe-
matics with arguments of type empirical.
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Fig.3 Macro representation of brain area

1.3 The Numerical Module is sufficient to explain everything? What about other

math ability?

Devlin (1999) classifies mathematical abilities in this way:

1. Sense of number: Numerical Module innate ability to compare sets, etc ...
Numerical Ability
Algorithmic capabilities: sequences of operations.
Ability of abstraction. (off-line?')
A perception of cause and effect.
Ability to build and follow a causal chain of facts or events. (To language)
Capacity of logical reasoning. (linked to above)
Ability to think in terms of relationships.
Spatial reasoning ability

e A A

Of course, numerical ability are just some of the possible abilities. From this list we are sure that
the work that we have to do complex.

One of the research problems in this area is that almost all the work are on basic skills rather
than higher. In research in Mathematics Education we study basic skills and higher ones as al-
gebraic competence that have to take into account different "capacity" and "ability".

How to assess than the logical reasoning? The off-line thought?, Relational thinking? These are
just some of the challenges that Neuroscience studies to give answers more precise and timely
research in the teaching discipline.

2.4 Mathematical Languages and Natural Language
The topic of this section highlights a close connection between the areas of language and neu-
ral circuits used for the recognition of number and calculation. We can summarize the main re-
sults as following:

1. numerical difficulties and lack of a sense of the issue: read the numbers aloud (LN).

2. If the language is read from left to right the line of numbers follows the same law. (Arabs
(right — left), West (left — right))
3. The line of numbers is subjective.
4. As we said before, left hand to small numbers, large numbers to right hand.
5. Chinese and Japanese have simpler grammatical rules to build numbers (ten two 12, etc ...)
(quatre-vingt-dix-sept 97 ...).

Memory, LN, metaphors ... Fuzzy thinking ...

21 The thought off-line: thinking in the modality offline ... What would happen if ...7
* The off-line thinking produces universal grammar and the ability of mathematical thought.
* Ability to formulate and monitor complex plans of action, design, build a wide range of artifacts.
* Numeric + Thought Module off-line
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* Association Memory: a thought leads to another one. The human mind is a system for rec-
ognizing patterns.
» From to models to "metaphors."
* The recognition of images on a computer, human faces, visual scene! Difficulties of the com-
puter to make analogies between models ...
* Memory: LN + Images ...
* Our brain analyzes the models in fuzzy way?
* Fuzzy thinking: to take reasonable decisions quickly, with relatively poor information.

Wich the relationship between abstraction and LN in Mathematics?

« 1st level abstraction: real objects in the environment and accessible to perception. (We can
imagine different positions and arranged in different configurations in space)

« 2nd level of abstraction: objects not directly accessible.

« 3rd level of abstraction: to think to real objects that we learned even if we didn’t encounter
practically. Imaginary aspect but described in terms of real objects.

« 4th level of abstraction: mathematical thinking. Objects that have no link with the real world.

2.0 Which kind of competence in teaching / learning? Do they refere to the obstacles?

We give some examples of the consequences of the recent results of neuroscience research
and teaching of mathematics.

Neuroscience allow us to comment on some epistemological nature of mathematical content
discussed for several years in the literature. The theoretical framework of these research should
take into account these new results:

1. The transition between Continuous (Form Numeric innate) — Discrete (LN) - Con-
tinuous (functions, Real Numbers, etc ...) (Mellone, 2007). This consideration discussed from
another point of view re-consider the nature of the obstacles. We may rewrite the questions
concerning the obstacles. Obstacles considered as epistemological could be ontogenics!
The theoretical and experimental modeling becomes necessary and urgent (Spagnolo,
2006).

2. From Natural to fractions? A lot of teaching research could not predict that at least in
adults, they are processed automatically, without the intervention of conscious thought. To do
it can be some particular regions of the intra-parietal sulcus (IPS) and prefrontal cortex, two
regions already knew for integer numbers involved in the whole. (Simon N. Jacob and Andreas
Nieder, 2009)

2.1  Discrete-Continuous: Some considerations on higher mathematics abilities.
As we saw in the previous paragraph, there are activities of our brain that are absolutely fun-
damental. These activities coincide opportunally with the organizers of the cognitive founda-
tion of mathematics and natural languages:

1. The relations (equivalence and order);

2. Reference systems variables.

We can find the same conclusions but with completely different arguments in Devlin (1999) as
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Boncinelli (2002) for the conceptualization.

The Boncinelli’s considerations arise from the fact that we make more effort to find a multitude

of individuals that we can explore one by one rather than to identify classes of individuals with

similar characteristics.

The classification of Boncinelli.

The Prin- One of his stated Links ... Where?
ciple
1° Principle Codification as Able to identify equiva- Left Part
of  discrete | the language trick to | lence classes and consider
forced identify the elements | them as distinct elements.
choices of a class.
2° Principle Some stimuli Nervous
of amplifica- | sensory, at the per- system in
tion of the | ceived status, to general
differences reach the headquar-
ters, are amplified
while others are de-
leted or cushion.
3° Principle A small region of A dual system appears to Nervous
of Fovea or | the retina (fovea) is | be true for many other nerve | system in
gloss differ- | able to distinguish | functions. general
ential more minutes, while | You argue with the classical
the remaining part of | logic when it comes to dealing
the retina, the con- | with certain classes of prob-
tours are blurred | lems, and reasoning with
(towards the periph- | fuzzy logic when it comes to
ery of the retina). dealing with other classes of
problems (mental schemes
approximate values).
All of this closely linked to
survival problems, where you
have to take instant decisions.
Different regimes of rational-
ity: approximation, heuristic
procedures, deductions, etc ...
4° Principle Every act of per- Activate these areas every Control
of indissolu- | ception is supported, | time you estimate a distance, a | of Lan-
bility of per- | controlled and sup- | dimension. When you com- | guage:
ception and | ported by a motor | pare different objects, repre- | premotor
motor (em- | activity, real or vir- | sent a situation or read. cortex.
boided mind) | tual. Perception, vision, eye
If you do not have | movement and head.
control  of  the
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movement does not
authorize the per-
ception, conception
and reasoning.

5° Principle
of atomiza-
tion of inter-
nal present

Physiological
time, the nervous
impulse 10 ms <x
<100 milliseconds
Consciousness of
time: 250 millisec-
onds <x <20 sec-
onds

Definition of Conscious-
ness: Results of a phenome-
non of synchronization of
neural activity in different
neurons in a number of differ-
ent areas.

Consciousness is evident with
the presence of language.

Consciousness (awareness of
himself): Conceptualising,
categorization, identification.

Elements for the category of “sense”: discretization, coding, sorting, relevance and impor-
tance.

Classification potential coding and selection. The meaning comes through then the relevance
and importance.

The metaphor of the hourglass: Dynamic Present (duration <20 seconds, corresponding to the
working memory):

Nervous parallel events

An awareness, a brief moment of seriality

Nervous parallel events

This dynamic present to clarify the principle of atomization of this connection, the internal
time consciousness. It represents the structure of temporal dynamic Presents disconnected with
each other. The cortex provides a reasonable, uniform and continuing our inner life.

In conclusion ...
For the number we can schematized:

Digital Analog: Numerical
Module
Discrete, Lan- Continuous and Ap-
guage proximate
Left Posterior right

Principle of Fovea: Principle of Fovea:
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Exact reasoning, Approximate reasoning,
Logic Classic Fuzzy Logic

3.2 Plasticity and disability: an analysis of a cerebral lesion.

Since the end of the'70s in Italian schools entering class students with disabilities*> who were
always integrated. Of course, the integration was very often fictitious. The case that is analyzed
is that of a middle school student called "Salvatore." Salvatore was about 15 years and attended
a school that required 12 years. During the birth he had suffered a brain injury due to forceps. At
that time there was no diagnosis of functional disability or the handicapped or disabled?. Parents
with some documents were issued by doctors or hospitals. These documents did not provide any
information on the functionality related to brain injury.

He succeeded in overcoming the primary school but with great difficulty and its expertise in
the disciplines were very precarious. He was not able to write a text in Italian language. In-
cluded the individual phrases especially when they were linked to a context. His conception of
time was totally absent: "I woke up at 9 and I left at 8 am."

This was the part when you started the experience, attended the second grade of middle
school in 1979/1980.

At this point, knowledge about the brain was very precarious. Research on "brain plasticity”

is the early 90s, before that time had not the slightest idea of what could happen in our brain.
The only theoretical and experimental references were those of Piaget. Was built a test structure
for the acquisition of the concept of natural numbers according to the cardinal approach that was
then the most watched. All the evidence regarding the “put in series” first and then report the
order were not made by the Salvatore. To be sure of our first result, the support teacher had re-
peated the test several times but with different materials to obtain the same results.
As mentioned, the only reference was the theoretical work of Piaget on structure, order, alge-
braic and topological. But no one knew absolutely nothing of the possible results. The national
guidance led to an early integration, but the teacher of mathematics, teacher and researcher sup-
port in teaching of mathematics outside decided to work in cognitive (Spagnolo et alii, 1979,
1981, 1983). This is because there can be no integration without being aware of what's happen-
ing around you, he thought the working group.

At that point, the activity took place in the following directions:

1. language abilities (sort of cartoons related to actions of everyday life);

2. logical-mathematical activities (order of numerical sets with structured material and non);

3. psycho-motor activities (games in which it was necessary to refer to lateralization, right
hand and left hand, right foot and left foot, etc ..., of space-time);

In the summer of 1980 Salvatore became to work at home with the clock. Salvatore be-
gins when the third media has almost completely recovered the "structures of order", it was able
to write texts in natural language, but the simple sense, etc ...

22 The word "disability" entered to the common use only since the 90s, before the word was used
Handicap.
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All the work of 1980-1981 is then directed to the construction of a curriculum integra-
tion.

The final Salvatore has done a composition written in Italian, a problem of mathemat-
ics and all other curricular activities. The result of the External Committee was "very good"
compared to its level of departure. Salvatore now communicated with her companions and
teachers were able to independently perform tasks of everyday life.

For what we know today about neuronal plasticity know that when neural circuits are
not, you may be the alternative circuit that will "almost" the same work of damaged neurons.
What does all this mean?

By the activities of teaching / learning about the important skills to be recovered. The
term "significant" concerns the first electric processes and bio-chemicals that are to stabilize the
learning.

In this case the "neural plasticity" has played a key role in the process of learning /
teaching, even if unconsciously!

3.3 The mirror neurons

The areas F5 and F423 are characterized in humans because they are part of a neural
circuit called "mirror neurons>".

But what are the mirror neurons? As is reported on Wikipedia:

"A mirror neuron is a neuron which fires both when an animal acts and when the animal ob-
serves the same action performed by another animal (especially by another animal of the same
species). Thus, the neuron" mirrors "the behavior of another animal, as though the observer
were itself acting. These neurons have been directly observed in primates, and are believed to
exist in humans and other species including birds. In humans, brain activity consistent with mir-
ror neurons has been found in the premotor cortex and the inferior parietal cortex.

Some scientists consider mirror neurons one of the most important findings of neuroscience
in the last decade. Among them is V.S. Ramachandran, who believes they might be very impor-
tant in imitation and language acquisition. However, despite the popularity of this field, to date
no plausible neural or computational models have been put forward to describe how mirror neu-
ron activity supports cognitive functions such as imitation."

But the neural circuit of "mirror neurons" do not stop only to mobility, although this result is
already quite strong, goes further.
Let us summarize what Iacopone (2008) considered so far, the most important functions of
"mirror neurons":
1. Understanding intentions (I know what I do);
2. Empathy (I know what I think);

23 All the brain areas are enumerated.

241 first discovered that the "mirror neurons" are two Italian Parma: G. Rizzoli, G. Pellegrino, V.
Gallese, Fadiga Fogassi and around twenty years ago. As well as having discovered "mirror neurons"
have paved the way for a new methodological approach in research of neurophysiology: the neurophysi-
ological phenomenology.
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3. Language®;

4. Autism;

5. Theory of mind;

6. Gender differences.

The mirror neurons may be significant for research into disciplinary didactics of mathematics?
Whatever the paradigm of reference on research on the teaching / learning of Mathematics

using theories on learning processes must be rewritten in some way. Learning by imitation is
very often overlooked in educational research. With the research on "mirror neurons" are rein-
terpreted:

1. learning by imitation. Educational Implications: justification of laboratory activities as

fundamental to understanding the phenomena of teaching / learning.

2. qualitative analysis of interactions in the classroom. Be re-considered all the readings

on the phenomena of quality teaching / learning.

3. etc...

Conclusions

This research opens a future involved research in Mathematics Education can tell her and take
action on significant assumptions, the research project, on the means of research and analysis of
results. Research in Mathematics Education, in addition to consider the cultural components as
Epistemology, History, Sociology can not but consider the results of the Neuroscience and Neu-
ropsychology. All this can give more awareness to the theoretical frameworks of reference. Of
course, always within a theoretical and experimental science always prepared to change own
theoretical frame of reference in relation to the interpretation and prediction of the phenomena
of teaching / learning.
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“Taking Action” as a Culturally Relevant Mathematical Activity
Peter Appelbaum, Arcadia University, USA

Resumé

Faire I’action, comme practiqué dans les unités de six semaines dans trois écoles urbaines de
“K a 8,” est décrit et analysé pour les moyens dans lesquels il realise les six habitués des profes-
seurs/ses tres effectifs/ves de Gloria Ladson-Billings. Les jeunes mathématiciens/ennes avaient
I’impact appreciable sur leurs communautés comme le mode primaire d’achever les étalons des
régions et de 1’¢tat. Un comparaison est fait avec le modele des mathématiques culturellement
spécifiques de Jacqueline Leonard, et avec la théorie de la téchnologie pour la démocratie de
Keitel, et al.

Les données dans la collaboration ont inclus des observations, 1’analyse vidéotique, des in-
terviews, des portfolios des énseigneurs-étudiants/es de 1’université, des témoins du travail des
lycéens/nes “K a 8,” et des examens des régions. Les professeurs/ses en formation qui ont en-
trainés dans I’usage de cette forme de 1’organisation du curriculum ont menés des groupes de 8
4 10 éleves de K a 8 par des unités de six semaines pour achever les buts des écoles. “Faire
I’action” comme structure a les caractéristiques de “la pédagogie culturellement rélévante,”
comme prédit par la recherche. Ca suggere le valeur d’employer un nouveau type de recherche
qui foculise sur les caractéristiques des structures de 1’organisation curriculaires plutdt que sur
“content sequencing,” les methodes de I’enseignement, ou I’application des theories de
I’enseignement, et qui indique une nouvelle étude du curriculum de I’enseignement des mathé-
matiques.

Abstract:

Taking Action, as practiced in six-week units in three urban K-8 schools, is described and
analyzed for the ways in which it actualizes Gloria Ladson-Billings’ six habits of highly effec-
tive teachers. Young mathematicians made significant impact on their surrounding communities
as the primary mode of achieving district and state standards. A comparison is made with Jac-
queline Leonard’s model of culturally specific mathematics instruction and Keitel, et al.’s the-
ory of technology for democracy.

Data in the collaboration included observations, video analysis, interviews, university student
teacher-portfolios, K-8 pupil work samples, and district standardized tests. Future teachers
trained in the use of this form of curricular organization led groups of 8-10 K-8 pupils through
six-week units meeting school district objectives. “Taking Action” as a structure has character-
istics of “culturally relevant pedagogy” predicted by other research as leading to successful out-
comes. This suggests a new type of research focusing on the characteristics of structures of cur-
ricular organization rather than content sequencing, teaching methods, or applications of
learning theories, pointing to a new “curriculum studies” of mathematics education.

Taking Action is part of a larger curricular design structure that promotes children taking re-
sponsibility for their own learning. In this structure, the teacher introduces a set of topics and
potential investigations, and leads the children through the processes of investigation design and
implementation. As the investigations are taking place, the teacher performs ongoing assess-
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ment of student progress on specific mathematics objectives, holding individual and group con-
ferences with students, teaching mini-lessons on specific skills and concepts, and facilitating
dialogue regarding the progress of the mathematical investigations. After the investigations
have been proceeding for some time, usually after about three-fifths of the total time for the
unit, the teacher helps students to develop “taking action” projects based on the work they have
done so far. These projects are the focus of this presentation. After the action projects, the unit
culminates in an archaeology period, during which students consolidate and extend the skills
and concepts that have been learned through the investigations and action projects. The analysis
of this curricular structure is based on the work of Gloria Ladson-Billings (1995, 1997, 2001),
who studies what successful teachers have in common, and compared with the work of Jacque-
line Leonard (2008), who offers a model of culturally specific mathematics instruction.

A unique aspect of Taking Action is that pupils are required to look back over the work they
have done so far, and identify key aspects of their experience. Based on this reflection, they are
helped to design a way of interacting with people outside of their class in order to make an im-
pact on the world, using the mathematics that they have been studying and applying. Once pu-
pils have identified key aspects of their investigation work so far, they consider an audience for
their work. Pupils plan and prepare for their actions. The “real audience” for their work makes it
important that they prepare well in order for their actions to be productive and meaningful. It is
often during their period, and not during the investigations themselves, that the actual mathe-
matical learning takes place.

The bulk my presentation uses data from six years of working with three urban K-8 schools,
with 70-80 university students and 600-800 K-8 pupils per year, to better understand why Tak-
ing Action has been so successful, in terms of performance on district tests, teacher-anecdotes,
university-student-teacher pupil assessment records, and pupil reports of learning.

Taking Action as a mathematics curriculum structure enacts six habits of highly effective
teachers identified by Gloria Ladson Billings (1995, 1997, 2001). Pupils are intellectual leaders
in the classroom; they are apprenticed in a learning community rather than taught in an isolated
way; a wide range of mathematical literacy is embraced; pupils’ real life experiences are legiti-
mized as part of the curriculum; pupils and teachers challenge the status quo; and teachers see
themselves as political beings. Thus, “Culturally Relevant practice” is achieved through Taking
Action, and Taking Action reconfirms the efficacy of Ladson-Billings’ Culturally Relevant
Practice.

In our collaboration, university-student-teachers employed apprenticeship: pupils were re-
ceived already as mathematicians, developing their craft in a mathematical studio (Appelbaum
2008). Pupils became intellectual leaders, because their ideas and suggestions to others directly
influenced the direction of mathematical exchange, and because their contributions were central
to the ongoing construction of the mathematical canon within their community. Pupils read,
wrote, listened to and spoke mathematics, working with a broad conception of mathematical lit-
eracy. They employed funds of knowledge (Moll 2001) in ways that legitimized the mathemat-
ics of their everyday lives. Pupils and teachers challenged the mathematics education status quo
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by working in unusual ways; instead of classrooms where teachers provide instructions for how
to obtain answers to types of mathematical questions, in isolated contexts separate from every-
day life and the outside community, pupils designed their own ways of intentionally interacting
with people outside of their classes. The pupils provided feedback and constructive criticism to
each other as they rehearsed and perfected their action plans. And, by working in these ways
with pupils, university-student-teachers facilitated all members of the community to enact a
politics of mathematics education that promised social transformation.

The presentation concludes with a discussion of key implications. Project-based learning and
connections with everyday life outside of school are not new ideas (Skovsmose 1994; Ticha and
Kubinova 1999); Taking Action is. Typical project-based learning leads students through a se-
ries of pre-planned tasks with a teacher who knows what they are to learn and who has designed
the project in order to make sure that the students master skill and concept objectives; in Taking
Action, the projects are designed and carried out by pupils based on their own conceptions of
what they are learning. Even in learning environments where problem-posing has been the fo-
cus, there has been little attention to the translation of the mathematics into an impact on the
world. Taking Action achieves objectives despite an apparent lack of direct focus on them. The
ostensible purposes of Action are to help other people to understand and apply what the pupils
are trying to know and understand, in order to make an impact on the world. The learning is an-
cillary to the impact, even though working toward the impact actually incites greater learning.
“Taking Action” as a structure has characteristics of “culturally relevant pedagogy” predicted by
other research as leading to successful outcomes. This suggests a new type of research focusing
on the characteristics of structures of curricular organization rather than content sequencing,
teaching methods, or applications of learning theories, pointing to a new “curriculum studies” of
mathematics education. The audience will be helpful in discussing the wider implications of this
irony for mathematics education in general.

Components of Presentation:
1. Description of University-District Collaboration and Six-Week Unit Design
2. Introduction of Taking Action as Curricular Practice
3. Analysis of Data Collected Related to Taking Action, using the lens of Ladson-Billings
4. Comparison with Leonard’s Culturally Specific Pedagogy & Keitel et al.’s Technology
of/for Democracy
5. Implications Discussion
6. Initial Reactions from Audience re: focus on objectives or not
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Hidden dimensions of problem solving: Why do some students fail?
Uwe Gellert, Freie Universitit Berlin (Germany)

Resumé

Ce travail présente une approche sociologique a 1’étude de I’enseignement des mathémati-
ques en général y a la résolution des problémes en particulier. En introduisant les concepts
« classification », « encadrement », « régle d’identification » y « régle de réalisation » de Bern-
stein (1990, 1996), on peut détecter des dimensions cachées dans la résolution des problémes
mathématiques en classe qui jouent un role capital dans la distribution du succes entre les en-
fants.

Aim

In the domain of research in mathematics education, the research topic of “problem solving”
has received a great deal of attention. The findings of many research studies have merged into a
detailed picture of mathematical problem solving as a challenging activity for students of all
age, which is of greatest value for the development of their mathematical knowledge and, more
general, their cognitive capacity (for an overview, see Schoenfeld 1992, JMB 2005). Nearly all
of this research has been developed from psychological theories, including issues of affect, mo-
tivation and metacognition. In this paper, I want to complement the psychologically framed re-
search on students’ problem solving activities by taking a sociological perspective. I am con-
vinced that from the psychological point of view only one part of the story can be told. In order
to understand more about why some students succeed and some fail in mathematical problem
solving, paying attention to issues of access, power and control proves to be a worthwhile en-
deavour.

To take a sociological perspective on mathematics learning is a rather recent development in
the field of research in mathematics education. Although Lerman (2000, p. 23) denotes a “social
turn” in research in mathematics education shortly before the end of the twentieth century, this
“new” research is nevertheless directed to the “old” topics of meaning, thinking and reasoning.
In the same article, Lerman mentions the late work of Bernstein (1990, 1996) in the sociology
of education as a fundamentally different social position for investigating social issues of
mathematics education. In fact, most of the (albeit little) research in mathematics education that
since has focused on how power, control, access and social justice play out in mathematics
classrooms have, in one way or the other, taken the theoretical concepts developed by Bernstein
as analytic and/or descriptive instruments. In this paper, I will use the concepts “classification”,
“framing”, “recognition rule” and “realisation rule”, developed by Bernstein (1990, 1996), to
discuss some hidden dimensions of problem solving that play a crucial role for the distribution
of success in school mathematical problem solving activities. Before looking at the practice of
problem solving in schools, I briefly develop the theoretical frame to be used as my language of
description.
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Theoretical propositions

According to Bernstein, the school can be seen as an institution that works along specific im-
plicit rules, with which some students are more familiar than others and the command of which
is key to academic success. There is a characteristic code of instruction, that is a regulative prin-
ciple to be tacitly acquired, which selects and integrates the relevant meanings, the forms of
their realisation and the generating contexts. In Bernstein’s theory, code is related to power and
control. The hierarchies of power correspond to the codification of what is part of a particular
discourse and what not. There are weak or strong boundaries between different discourses as
well as within each discourse. This is called “classification”. As an example, the school mathe-
matical knowledge shows strong internal classification (geometry | algebra | stochastic) as well
as strong external classification (boundaries to other subjects, but also to everyday knowledge).
For the students it is important to internalise the classification principle. They need to differenti-
ate between different discourses and to learn which discourse is appropriate in which situation.
In Bernstein’s terms, students need command of the “recognition rule”.

The codification of control differs with respect the explicitness or implicitness of hierarchies
in who has a say about the forms of social interaction in the classroom. This is called “framing”.
The framing is strong when the hierarchies are clear and explicit. It is weak in seemingly open
social arrangements where the hierarchies remain implicit. As an example, under strong and
weak framing the teacher’s expectations about students’ activities and legitimate interaction are
differently conveyed. Students who can meet the teacher’s expectations have command on the
“realisation rule”. When the mathematics teacher poses a problem, students need to respond in a
manner that is seen as appropriate. They must be able to recognise that particular responses are
expected, and they must be able to produce a desired response.

Empirical text

These theoretical propositions can be used as a lens in order to focus issues of success and
failure in problem solving activities. It is theoretically proposed that success and failure can be
explained by students’ differential command on the recognition rule and the realisation rule. The
following passage from a 6™ grade mathematics classroom is used as an empirical anchor to
demonstrate the explanative power of the theoretical proposition and to argue that failure in
problem solving activities is an issue of the codification of school knowledge rather than a
purely cognitive phenomenon.

As part of the regular mathematics teaching, 6™-graders of an inner-city modern school have
been involved in collaborative problem solving activities and their talk has been audio taped.
The students have been quite unfamiliar with the type of problems presented to them. The prob-
lems have not been selected with respect to their mathematical importance; the main criterion
has been the assumed stimulus for collective argumentation. Three boys (B1, B2 and B3) and
one girl (G) are starting to solve the following problem:

Hannah, Sabrina and Catherine go on vacation. One of the girls travels to the South of France,
another girl travels to the Black Forest, and the third one travels to the North Sea. You know:

—  Sabrina borrows snorkel equipment from the girl, who travels to the Black Forest.

—  The girl, who travels to the Black Forest, and the girl named Catherine go on vacation

together with their parents.

—  Sabrina needs more suitcases than the girl, who travels to the South of France.
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| Which girl travels to which holiday destination?
The four students finish reading the problem and after some seconds their conversation starts.

B1: May I? Sabrina borrows from the girl, who travels to the South of Germany, the
snorkels?

B2: This is diving gear like, hum, like diving goggles, snorkel, and ...

B1: Yeah, snorkel.

B2: Or, or, there is other diving gear. Either snorkels or kind of gas mask, yeah, gas masks.
BI: Then, I think, this Sabrina travels somehow to the Baltic Sea, or so.

B2: But it says to the North Sea.

B1: North Sea, that’s what I mean.

B3: But she can also go to the South of France, ‘cause it’s certainly warm over there.

B1: No, not that.

B2: Okay. There is a Sabrina and ...

B3: ... she goes either to the South of France or to the North Sea.

B1: Yes, ‘cause she is borrowing the snorkel gear.

B2: Or to the Black Forest.

B3: In the Black Forest you definitely cannot ... In the Black Forest there is just a river
and in the river you cannot ...

G: Sabrina is borrowing the diving gear, thus I would say, Sabrina goes to the North Sea,
after all.

B2: Well, but in the South of France there is a sea, too.

B3: Yeah, there is a sea, too, there you can ...

B2: The South of France is much warmer.

B3: Yeah, you can perfectly swim there.

B2: The North Sea, well, the North Sea is somehow ...

B3: Well, I would rather dive in the South of France, but you never know.

B1: The South of France! They do not travel to the South of France just for swimming in
the sea! I would rather say, the North Sea.

G: Me too.

B2: I would say, the South of France. ‘Cause it’s warmer over there and the water is better.
The water is cleaner.

B3: And, in addition, who has ever been in the North Sea for swimming roughly knows
how the North Sea looks like.

BI: Okay, but the North Sea, many more people are swimming there.

B3: Okay, but diving ...

B2: Diving! Those many people just swim!

B1: In that case I write it down, now: Sabrina / South of France.

This is not their final solution. They continue by looking at the second condition. When they
arrive at the third one they realise the incompatibility of it with their first solution. In the course
of their conversation they finally manage to resolve all difficulties. However, they need more
than 20 minutes to solve the problem.
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Analysis

The students’ collaborative problem solving occurs in a mathematics lesson and it is, of
course, not classified as a leisure time activity. Accordingly, attached to the problem, which the
students try to solve, there is an expected solution and a procedure by which this solution can be
generated. Contrary to common practice in many mathematics lessons, the procedure is not
given. However, a correct solution must refer to the logical relationship of the three statements
about the girls’ holiday destinations. In order to concentrate on these logical relations, the stu-
dents need to decide which part of the textual information is relevant and which not. This deci-
sion is mainly informed by the recognition rule. The four students, whose talk is documented,
regard the problem as an issue of everyday life. They draw on their everyday knowledge about
seawater pollution and travel distances. They disregard the strong classification of school
mathematical knowledge. Consequently, their decision-making is characterised by a presenta-
tion of arguments that are intended to convince the other group members, but not by logic-
mathematical thought. The four students do not recognise that drawing on their everyday
knowledge is inappropriate, here, and, in fact, misleading. The transcript documents an incident
of the students’ lacking command of the recognition rule. Since these students misrecognise the
speciality of the context they are in, the production of the expected legitimate text is not possi-
ble for them.

The strong classification attached to the problem solving activity is paralleled by relatively
weak framing. The students try to solve the problem collaboratively (and, apparently, without a
hierarchical group structure) and there is no direct control from the teacher of about what and
how they talk. As a matter of fact, the group of students is not free to decide freely on their be-
haviour, but they have at least some stake in controlling the course of their conversation. Thus,
there is no immediate control over and feedback on their problem solving process. It is quite
visible that the students are unaware of the teacher’s expectations concerning the production of
a legitimate argument. Accordingly, the realisation rule is not sufficiently at their command.

Conclusion

Failure within problem solving activities is connected to the often-missing command of the
recognition rule. The strong classification of school mathematical knowledge is a fact that, in
most cases, is not made explicit to the students. This has serious consequences in settings where
tasks and problems ‘play’ with the hierarchy of mathematical and everyday knowledge (Gellert
& Jablonka 2009). Typically, these are settings with weak framing. As long as the ‘rules of the
game’ are not fully exposed to the students, and little guidance is offered for the acquisition of
command of the realisation rule, failure in problem solving activities will remain a most ‘natu-
ral’ result. There is reason to conjecture that classroom situations characterised by strong classi-
fication and, at the same time, weak framing are particularly successful in generating (thus con-
structing) a separation between the successful and the unsuccessful students.

Bernstein has argued that the command of the recognition rule and the realisation rule is un-
evenly distributed among students. Access to the code of the classroom has a strong link to the
social structure of society. In fact, it has been observed that in order to solve mathematical tasks
working-class students are more likely to refer to their everyday life and that they more often
fail to recognise correctly the context, in which their mathematical activity is embedded, than
middle-class students (e.g., Cooper & Dunne 2000). This observation is confirmed, here: The
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talk presented above was recorded at a modern school visited by students with relatively low
socio-economic status, and the students needed more than 20 minutes to get the — finally correct
— solution. Students from other types of school (higher socio-economic background), which par-
ticipated in the study, were much faster and, generally, did not refer extensively to their every-
day knowledge about vacations. For these successful students, the hidden dimensions of
mathematical problem solving fit well in their tacit knowledge about pedagogic codes.
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