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ABSTRACT

LO STUDIO DELLE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE E SUBITO APPARSO COME UNO DEGLI ARGOMENTI MATEMA-
TICI PIU ADATTI A ESSERE TRATTATI CON L'USO DEI VARI SOFTWARE CHE S SONO AFFERMATI NEL TEMPO. IN QUE-
STO LAVORO VERRANNO PRES IN CONSIDERAZIONE DUE APPROCCI: UNO MEDIANTE UN SOFTWARE DI TIPO C.A.S.
E L'ALTRO MEDIANTE | SOFTWARE DI GEOMETRIA DINAMICA. DI CIASCUNO DEI DUE VERRANNO CONSIDERATI IN
DETTAGLIO | DIVERS ASPETTI E LE RELATIVE IMPLICAZIONI DIDATTICHE.

1. Posizione del problema

Anche se con difficolta, |'utilizzo delle nuove tecnologie nell'insegnamento della Matematica si sta
affermando vieppiu. Il merito € dovuto anche agli stessi programmatori che forniscono prodotti
sempre piu user friendly, riducendo cosi il peso di quella parte indispensabile che, richiedendo di-
verse ore di esercitazione, spesso favorisce la naturale ritrosia dell'insegnante a usare software nei
suoi curricoli. In genere i software dedicati alla matematica s suddividono in due grandi categorie: i
C.A.S.? (adatti soprattutto ad applicazioni algebrico-andlitiche) e i software di geometria dinamica
(piu specializzati verso temi di geometria). A gueste possono aggiungersi atri software “ibridi”,
come i fogli elettronici o i data-base, che essendo software di tipo all-purpose, trovano delle appli-
cazioni axche nel campo della matematica. Certamente ci sono argomenti che per essere trattati
hanno bisogno solo di un particolare software, o per i quali comunque risultaimmediato I'utilizzo di
un tipo piuttosto che di un altro. Per esempio ExcelO & molto pitl adatto allo studio della statistica,
soprattutto dal punto di vista dei supporti grafici (istogrammi, aerogrammi, ...) e delle funzioni pre-
definite (media, mediana, ...), che non DeriveO; analogamente, quest ultimo & piti adatto del primo
alo studio di grafici di funzioni. Ci sono poi particolari strumenti, come le calcolatrici grafico-
simboliche di ultima generazione, che trattano abbastanza bene diversi problemi matematici, anche
perché in realta contengono diversi software. Per esempio l'ultima calcolatrice della Texas Instru-
ments, la Voyage 2000, ha un CAS molto simile a Derive come ambiente HOME e nello stesso
tempo ha precaricate, fra le atre, le versioni per calcolatrice di CabriO e The Geometer's Ske-
tchpadO, per quel che riguarda la geometria dinamica, nonché un software per 1o studio della stati-
stica.

Per quegli argomenti per i quali € possibile, senza particolari acrobazie mentali o didattiche, I'ap-
proccio con piu software, nasce spontanea larichiesta di stabilire quale utilizzare, a seconda del par-
ticolare approccio scelto.

Uno di questi argomenti & certamente quello delle trasformazioni geometriche.

2. Richiami teorici.

Nel curricoli di matematicadei divers indirizzi delle scuole medie superiori italiane, ormai da gqual-
che anno compare I'argomento delle trasformazioni geometriche, naturalmente con diversi gradi di
approfondimento. Certamente per tutti gli indirizzi e prevista, ameno alivello introduttivo, lo stu-
dio delle isometrie da un punto di vista sintetico. Per indirizzi piu “forti” si prevede anche lo studio,
sia sintetico che analitico, di isometrie, similitudini (in particolare omotetie) e affinita. Vediamo di
richiamare brevemente qual che nozione teorica, iniziando con un approccio sintetico.
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Definizione 1. Una corrispondenza biunivoca fra punti del piano o dello spazio si chiama trasfor-
mazione geometrica.

Indichiamo con P' il corrispondente del generico punto P mediante una trasformazione geometrica.
Supponiamo nota la definizione di distanza o misura in uno spazio euclideo bidimensionale, che per

un segmento AB, si indicacon AB.

Definizione 2. Una trasformazione geometrica t per la quale, per ogni segmento AB s ha
A'B'= AB, si dicetrasformazioneisometrica o unaisometria.

Definizione 3. Una trasformazione geometrica t per la quale per ogni punto P, st hat(P) =P+ v,
con V vettore dato, s chiamatraslazione di vettore v.

Definizione 4. Una trasformazione geometricat per laqualeil punto medio di PP' appartiene a una
rettaa e PP a, per ogni punto Pl a, si chiamasimmetria assiale di asse larettaa.

Definizione 5. Una trasformazione geometrica t per laqualeil punto medio di PP' eil punto C, per
ogni P ? C, s chiama simmetria centrale di centro il punto C.

Definizione 6. Una trasformazione geometrica t per la quale I'angolo a centro della circonferenza
di centro O ed estremi dell'arco P e P' misura a, per ogni P, si chiama rotazione di centro O e an
goloa.

Consideriamo adesso altre trasformazioni non isometriche, ma ugualmente importanti.

Definizione 7. Una trasformazione geometrica t per la quale, comunque si considerino due punti

PQ

distinti P e Q del piano, s ha ﬁ =k, con k > 0, s chiama similitudine; la costante k s chiama

rapporto di similitudine. Se le rette che congiungono punti corrispondenti si incontrano in un pun-
to O, lasimilitudine si chiama omotetia di centro O.

Definizione 8. Una trasformazione geometricat che a unarettafa corrispondere unarettasi chiama
affinita.

Un approccio andlitico delle trasformazioni invece si ha considerando delle equazioni che fornisco-
no leleggi della stessa trasformazione. Li presentiamo sotto forma di teoremi.

o o . ] X'=ax+by+c . .
Teorema 1. Leleggi di unagenericaisometriasono i | , con lacondizione che si ab-
Ty=mx+ny+p
bia: a> +b*> =m? +n?> =1Uaxm+bx1=0.
I X=X+V,

Teorema 2. Latraslazione di vettore v ° (vX ,vy) e unisometriadi leggi iy'— Y4y
17~ y



Teorema 3. La simmetria centrae di centro il punto C?° (xc,yc) e unisometria di leggi
1 X'=2X - X

i :

TY=2y.-y

Teorema 4. Lasimmetriaasside di asse larettar di equazione ax + by + ¢ = 0 & un'isometria di
(b2 - az)xx- 2aby - 2ac

N

| X= a’? +b?
leggl : .- 2abx- (b2 - az)xy- 2aby- 2bc’
i a® +b?

Teoremab. Leleggi di unarotazione attorno all'origine di un angolo di misuraa e di verso antiora-

rio sono: :,x:x><:os(a)- yxsl_n(a).
TY'=yxcos(@) + xxsin(a)

L T j X=kxax+by)+c
Teorema 6. Le leggi di una generica similitudine di rapporto k sono | , con la
py'=kx{mx+ny)+p
condizione che si abbia: @*> +b”> =m? +n”> =1Uaxn+bxn=0.
Teorema 6. Leleggi di una omotetia di centro il punto C ° (xC ,yc) e rapporto il numero k sono
i X'= kx+(1- K) %

i ,conk® 0
Ty'=ky+(1- K)xyc

- : o ] X'=ax+by+c .
Teorema 7. Leleggi di unagenerica affinitadi rapporto k sono j , con la condizio-
fy=nmx+ny+p

neches abbia: k= axn—-bxm? 0.

Particolarmente interessanti, nello studio delle trasformazioni geometriche, € il concetto di elemento
unito.

Definizione 9. In unatrasformazione t unafigura F (intesa come un insieme di punti ) si dice unita
se ad essa corrisponde sé stessa, ossiaset (F) = F.

Teorema 8.
In unatraslazione sono unite tutte le rette parallele a vettore;
In una ssmmetria centrale sono uniti il centro e tutte le rette passanti per esso;
In una simmetria assiale sono uniti I'asse di simmetria e tutte le rette perpendicolari a esso;
In unarotazione sono uniti il centro e le circonferenze aventi in il loro centro.

Passiamo adesso a presentare qualche questione datrattare con i software.
3. Chi ci dice che una data trasformazione e isometrica?
Un primo problema consiste nel provare che traslazioni, ssmmetrie e rotazioni sono effettivamente

isometrie. Usando l'approccio della geometria dinamica costruiremo un segmento e il suo corri-
spondente mediante la data isometria, Sia per esempio unatraslazione.



In questo caso, in genere si procede per passi. Costruendo un segmento AB el suo trasformato A'B'
rispetto a un generico vettore v. Quindi s misurano i due ssgmenti, verificandone l'isometria. Va-
riando le dimensioni del segmento AB o del vettore v, si continuera a verificare lisometria. Questa
e lafase della congettura, che rappresentala caratteristica di tali software. Volendo invece dimostra-
re la verita ddl risultato, costruiremo il quadrilatero AA'B'B, dimostrando che abbiamo a che fare
con un parallelogramma, il che prova appunto che AB e A'B' sono isometrici.

L'approccio mediante i CAS e invece del tutto analitico. Abbiamo percio bisogno di definire alcune
funzioni.

Distanza fra 2 punti

2 i
#1: dist_2_ptilxa, va, xb, yb) = J((xa - xb) + (ya — vb) D

Leggl di1 una traslazione
#2: trasla(x, v, vx, vy) = [® + vX, ¥ + vy]
Quindi calcoliamo lamisura del generico AB e del relativo corrispondente.

dist_2_pti{{trasTlaixa, ya.a, vk, vj) , (traslalxa, va, vx, vy)) , (traslalzb, yb, wx,
#3: 1 2z

vyl , Ctraslaizb, yb, vz, w)) 3
1 2

2 2 z
#4: Jxa - 2vxawxb + xb o+ (ya - yb)

Come si vede, a parte la differente forma, il risultato #4 & del tutto simile a#1, il che dimostra quan-
to richiesto. Osserviamo che cio che da Derive é visualizzato sotto forma di un indice, € immesso
nella forma trasla(xa,ya,vx,vy) sub 1 e cosi via. Tale comando estrae il primo elemento da un vet-
tore. Per i dettagli sui comandi usai si rimandaall’help in linea del software oppure a[DSD]

4. Chi ci dice cheleleggi sono quelle?

Nel n. 2 abbiamo presentato delle leggi sotto forma di teoremi, ma senza dimostrazione. Vogliamo
vedere come possiamo ottenere alcune di esse. Per esempio le leggi di unasimmetria assiale rispetto
alarettadi equazione ax + by + ¢ = 0. Basta “tradurre” in Derive la definizione 4.



xa + xb ya + vb
£1: punto_media(xa, ya, xb, vh) =
z Z2

vh - ya
Rz coeff_ang_z_ptifxa, ya, xb, yvh) =

kb - xa
£3: InputMode := Word

a
#4 SOLVE[a-(punto_medio(x, ¥, x1, ¥123 + b.{punto_medio{x, ¥, x1, ¥13) + c =0 »n - —.coeff_ang_z_ptifx,
1 Z b

¥, %L, ¥l) = -1, [x1, yl]]

Z z Z Z
xfa —-b3y+zaiby+c) zaabx +yi{b —al+zhbc
#5: xl = - avl = - A befxl —x3 20
2 2 2 2
a +h a +h

Spieghiamo le immissioni. Intanto abbiamo definito le leggi per determinare le coordinate del punto
medio di un segmento dati gli estremi (#1); del coefficiente angolare di un segmento date le coordi-
nate degli estremi (#2). Poiché vogliamo usare nomi di variabili lunghe piu di un carattere abbiamo
inserito il comando #3. Abbiamo poi tradotto le due condizioni che definiscono la smmetria, tro-
vando appunto quanto voluto.

Questo approccio etipico dei C.A.S. e non ha corrispondenzain Cabri.

5. Chetipo di trasformazione & una certa composizione?

Un'altra interessante questione riguarda lo stabilire che tipo di trasformazione € il risultato della
composizione di due trasformazioni note. Utilizzando Cabri, dobbiamo stabilire quali sono le carat-
teristiche “geometriche” di ciascuna trasformazione. Consideriamo solo quelle delle isometrie, sen-
za giugtificazione, poiché le riteniamo note o comunque non difficili da comprendere, essendo d-
pendenti dalla stessa definizione.

Spesso basta considerare i segmenti colleganti punti corrispondenti. Per determinare se una trasfor-
mazione € una traslazione devono essere isometrici e paralleli; per una simmetria centrale de-
vono essere tutti incidenti in uno stesso punto, che il centro; per una simmetria assiale devono es-
sere paralleli ma non per forza isometrici. Per stabilire se abbiamo a che fare con una rotazione in-
vece dobbiamo considerare gli assi del detti segmenti, i quali devono essere incidenti in uno stesso
punto. Se nessuna delle dette proprieta e verificata e siamo sicuri che la trasformazione € un'isome-
tria, alora abbiamo a che fare con una antitraslazione o glissosimmetria.

Vediamo un esempio: la composizione fra una simmetria centrale e una traslazione.

Intanto costruiamo le figure, unendo i vertici corrispondenti. Adesso lavoriamo sulla prima e ultima

figura



ﬁm 00'=2,02 cm
Gli oggetti sono paralleli _,
A B

&

Unendo i vertici corrispondenti abbiamo verificato che si incontrano in un punto, il che ci suggeri-
sce di avere a che fare con una simmetria centrale. Osservando la figura ci sembra che il segmento
che ha per estremi centri sia parallelo a vettore; usando I'apposito comando, Cabri risponde che la
nostra impressione € corretta. Inoltre, misurando tale segmento e il vettore, congetturiamo che que-
sto sia doppio dell'altro. Tutte queste congetture sono corrette e possiamo sia verificarle piu volte
con Cabri, siadimostrarle. Per la dimostrazione usiamo |'approccio analitico.

Leggi di una simmetria centrale
£1: sim_cent(x, ¥, a, b) = [2.a - x, 2:b - ¥]

traslal{sim_cent{x, ¥, a, bi) | (=im_cent(x, ¥, a, b)) |, wvx, wy)
#2: 1 Z

£3: [-x + 2.2 + vk, -y + 2:b + wy]

Le Teggi sono di una simmetria di centro {atwe/ 2, btwy 20

Abbiamo facilmente dimostrato il primo fatto. Vediamo di provare anche gli altri due.

VX vy
£ dist_Z_pti|a + b+ 3, b
2 2

z z
flve 4wy )
&5 B ———
z

Questa € la meta della misura di v

WX ¥y
#6.  coeff_ana_z_pti|a + by —a, b
z z

&7

#8: coeff_ang_z_ptifvx, wy, 0, 07

£9:

Ancora una volta, senza preoccuparci dei “conti” abbiamo dimostrato facilmente quel che Cabri ci
aveva suggerito.

6. Conclusioni.

Per brevita abbiamo presentato solo alcune questioni relative alle isometrie, ma facilmente possia-

mo estenderle ale altre trasformazioni, nonché ad atre questioni come la determinazione degli e-

ventuali elementi uniti di una trasformazione. Rimandiamo ai titoli in bibliografia per approfondi-

menti.

Crediamo di aver mostrato come rinnovare l'insegnamento della matematica, utilizzando le nuove

tecnologie, senza che cio significhi mortificazione della matematica, quanto piuttosto un suo eleva-

mento da calcol o ripetitivo e addestrativo che troppo spesso viene spacciato per matemati ca.
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