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Sommario
Si propongonomateriali di base per un’ elaborazione didattica che @bia per oggetto la matemati-
ca come strumento d rappresentazione edi comprensione dei fenomeni musicali. Vengonoesplo-
rati gli aspetti storici e i fondamenti tecnico-scientifici relativi alle scde, al’armonia, all’ espres-
sione musicale eai suoi rappati con le strutture matematiche. Si conclude cn ura breve analis
strutturale (di tipo aritmetico e geometrico) su acuni brani di J. S. Bach.

1. INTRODUZIONE

Uno degli ostacoli spedfici pit sentiti nella didatticadella matematica & quello derivante dalla
difficolta di attrarre I'interesse degli alunn su ura disciplina che per sé stessa appare lontana dalle e-
sperienze quaidiane. Da do deriva I'importanza di evidenziare |’ estrema duttilita dello strumento
matematico nella modellizzazione delle piu dverse situazoni del mondorede e delle dtivita umane.

In gquesto senso la modellizzazione delle strutture musicali pud avere un rudo significativo
nell’ attrarre e winvolgere I’ attenzione di ragazzi di varie da e ordini scolastici. |l presente lavoro si
propore come un pashile materiale di base de, con gli oppatuni adattamenti didattici puo essere
utili zzati per diversi ordini scolastici e fascedi eta.

Il sistemamusicale alottato in occidente fin dai tempi molto antichi (che latradizione farisali-
re aPitagora) € fondato su ura scala che ha come propria base il rapparto trai suon prodati da una
corda vibrante di una certa lunghezza e la stessa wrda di lunghezza dimezzata. Oggi sappiamo che
con il dimezzarsi della lunghezza della corda, a parita di altre condzioni, si ottiene un suono d fre-
gquenzadoppa, per cui le due forme d onda finiscono per fondersi perfettamente costituendola base
fisicadell’armoniamusicale. E’ per cio cheil rappato 21 viene assunto come base della scala. Preci-
samente le note aventi tale rapparto, prendonolo stesso name e vengono dstinte traloro daunindice
(ad esempio dao,, do, oppure sol4, sol,, eac.).

Il problema che si pore édi suddvidere questo intervallo in parti tali che

1) I'intervallo siavicino a minimo avvertibile dall’ orecchio;

2) vi sianotrale note rapparti semplici e musicalmente amonici.

Cio che si comprese fin dall’antichita, &€ che I’armonia musicde éstrettamente legata ai rap-
porti numerici che sussistonotra certe grandezze misurabili sull o strumento che produce i suon. Tae
grandezza per gli strumenti a corda € lalunghezza della corda per uno strumento a fiato puoessere la
lunghezza della canna, ecc... Cio cheimporta € @mungLe I’ avere mmpreso come |I’armoniatrai suo-
ni si genera quando le grandezze in gioco hannotra loro del rapparti semplici, esprimibili cioé me-
diante una frazione m/n come m ed n numeri interi piccoli. La spiegazone fisicaapparira piu avanti
gquandosi affrontera appurto I’ aspetto fisico del suono e dell e sue aratteristiche, nonché dell e relative
rappresentazoni matematiche.

Come gia acennato sopra, la tradizione atribuisce aPitagora® la formulazione della prima
scdamusicde. Inreatadellafigurarede di questo grande filosofo si saben paco, a caisa anche della

" Lavoro prodatto nell’ambito del Dipartimento di Matematica dell’ Universita di Messna. Progetto di Ricercad’ Ateneo
(PRA ordinario) in Storia, didattica ed Epistemol ogia della Matematicadiretto dal Prof. Renato Migliorato.
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! Pitagora di Samo, fondo a Crotone la sua scuola filosofica (ma anche religiosa epditica) quando vi s trasferi dalla Gre-
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segretezza de veniva imposta a membri della sua scuda. E' difficile quindi separare cio che real-
mente é stato da lui prodato da quanto é stato elaborato dai suoi seguaci anche in tempi successivi.
Noi tuttaviariferiamo qu cio che gli viene attribuito dallatradizione, rifacendcci in particolare a rac-
conto d Giamblico’. Sarebbe stata una intuizione musicale che asrebbe permesso a Pitagora di
formulare quel legame framatematica enatura che cstituisce, probabilmente, la scoperta piu feconda
della storia dell’intero pensiero umano.

Seoondo Giamblico, dunqte, la storia €la seguente. Un giorno Pitagora passando d fronte
al’officinadi unfabbro, si accorse dheil suono @i martelli sulle incudini era avolte mnsonante, e a
volte dissonante. Incuriosito, entro nell’ officing, si fecemostrare i martelli, e scopri che quelli cheri-
suoravano in consonanza avevano unpredso rappato d peso. Ad esempio, se uno dei martelli pesa-
va il doppo dell’altro, essi producevano suon distanti un ottava. Se invece uno dei martelli pesava
unavoltae mezzal’atro, ess producevano suon distanti una quinta.

Tornato a casa, Pitagora avrebbe fatto alcuni esperimenti con rervi di bue in tensione, per ve-
dere se qualche regola analoga valesse per i suon generati da strumenti a wrda, quali lalira. Sorpren-
dentemente, laregola ea adiritturala stessa. Ad esempio, se unadell e corde arevalunghezzadoppa
dell’atra, esse producevano suon distanti un’ottava. Se invece una delle corde era lunga una volta e
mezza |’ altra, esse producevano suon distanti una quinta.

In “perfetto stile scientifico”, dall’ osservazione e dall’ esperimento Pitagora asrebbe inddto
unateoria: la coincidenza di musica matematica enatura. Piu precisamente, avrebbe suppasto che ci
fossero tre tipi di musica: quella strumentale propriamente detta, quella umana suorata dall’ organi-
smo, e quellamondana suorata dal cosmo. La sostanziale coincidenza delle tre musiche eraresporsa-
bile da un lato dell’effetto emotivo prodato, per letterale risonanza, dalla melodia sull’uomo, e
dall’atro della possibilita di dedurre le leggi matematiche dell’ universo da quelle musicali®.

Poiché nelle legg dell’armonia scoperte da Pitagora intervenivano soltanto i numeri fraziona-
ri, detti anche numeri razonali, ed i rapparti armonici corrisponcevano perfettamente a rappatti nu-
merici, Pitagora a/rebbe riassunto la sua scoperta nella famosa massima: tutto € numero (intero).

2. SISTEMI DI ACCORDATURA

Primadi affrontare piu dettagliatamente il sistema musicale pitagorico é opportunointrodure
la questione in maniera leggermente piu generale, a fine di comprenderne meglio il significato ei li-
miti.ll problemadella determinazione della scala éstrettamente legato all a questione dell’ accordatura,
ossiadell’individuazione e dellafissazone degli intervalli costituiti da una scala.

Partiamo dunge dal fatto ormai accettato d considerare wme fondamentale I'intervallo e-
spresso dal rappato 2/1. Chiamiamo dungue con |o stesso name due note che si ottengono dmezzan-
dolalunghezzadi una corda (o, anticipando quanto si dira piu avanti, raddoppandola frequenza del
suono, distinguendde mediante unindice. Cosi ad es. chiamiamo Do; la nata che ha una certa fre-
guenzaf e Do, quella di frequenza 2f. || problema éallora quello d dividere I'intervallo 21 in 7in-

ciag, verso il 530 a.C. Tale scudla, strutturata cme una setta esoterica, prospero per una trentina d’ anni, fino a che, in se-
guito ad unarivolta antiaristocratica, i pitagorici, che sostenevano una visione rigidamente aristocraticadel governo citta-
dino furono perseguitati e caciati; lascudafu bruciata, e Pitagorafuggi a Metaporto, dove mori poco dopo.

2 Giamblico vise trail terzo elafine del quarto sec. D.C. Scriss varie opere sul pitagorismo ed in particolare una Vita di
Pitagora. Anche se passamo ritenere che egli potesse disporre di scritti che oggi sono scomparsi, non ¢'é dubbio che la
gran parte delle notizie riportate sonodi origine incerta eleggendaria.

3 L'idea di un’armonia csmica aaloga dl’armonia musicale, € fatta proprio da Platone, che nel Timeo, descrivendo la
genes dell’universo per operadi un demiurgo, suppore che I'intero cosmo venga suddiviso secondo intervalli che oorri-
spondonoalla scala musicale pitagorica. Lastessaidea eall’ origine dell” armonia delle sfere, cosi presente nel paradiso d
Dante, mache s trova gia dla base dello stes sistema tolemaico.
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tervalli, in modoche il Do, sial’ ottava nota a partiredal Do,. E’ per cio che I'intervallo cosi determi-
nato s diceintervallo d ottava
Tale ripartizione puo eff ettuarsi secondo de sistemi diversi:
1. Sistema partitivo;
2. Sistema divisivo.

Sistema partitivo.

Per maggiore generalita, supponamo dapprima dhe I'intervallo 2/1 si debba dividerein un
numero n qualsiasi di intervalli, per poi considerareil caso particolarein cui n=7. Si deddeapriori il
numero n di intervalli (tutti rappresentati dalla stessa propazione x, (0, come si dice, equalizzati) in
cui ripartire I'intervallo ariginario 2/1. In altri termini, stabilito il numero n di note aventi nomi diver-
si, vogliamo che il rapparto tra due note successive siax. Se indichiamo con

a°=Do, a', a’, A , a"=Do,

le n nate dell’intervallo piu laprimanota Do, dell’ intervall o superore (I’ ottava se le note sonosette), e

suppdcsto che siano
fo, fuo foo A

le rispettive frequenze, si deve arere che

L:k:/\: f“ =X
fO 1 fn—l
e quindi
X" :L:E:Z,
£, 1

e doe x= \/E in particolare x = \/E se, come redmente avviene, si deade di dividere I'intervalo in
7 nae. In questo modo [ero il rapparto tra due note successive sarebbe un nunero irrazonale, mentre
seaondol’intuizione pitagorica (ma anche per ragioni fisiche su cui si dira pit avanti), I’armonia mu-
sicale si haquandoil rapparto tra due note éurafrazone ntermini piccoli.
Sebbene il sistema partitivo nonsiaidoneo a produre suon armonici, conviene considerare ancora la
scda partitiva perché rende pitu comprensibile la soluzione pitagorica egli stessi limiti di una qualun-
gue scala musicde. Consideriamo allora una scda partitiva di sette note. | rispettivi rapparti rispetto
alaprimanota sonoallora

1=x0, xt, %2, ... X, XL
Ma apartire dalla ottava, le note si ripetonocon gli stessi nomi e quindi possiamo parex’ = x', x* =
X8, ..., X"=x""", ottenendo cosi un gruppociclico rispetto alla moltiplicazione. In ura scdacosi fat-
ta, il rapparto tra due note successive ecostante, ed indtre doposette noteil ciclo si chiude e si ritro-
va esattamente la nota di frequenzadopga. Tuttavia, musicalmente questa scda noné funzionale per-
ché non di luogo ad acmstamenti armonici tra suoni che non siano quelli che differiscono d
un ottava.

Sistema divisivo

| valori dei singoli intervalli (cioe il rapparto tra una nota e la successiva) costituenti la scda
vengono dtenuti sullabase di criteri stabiliti a priori, anche se nonrisultano equalizzati.

L’ applicazione del sistema partitivo e di quello dvisivo passono dar luogo ad unnumero ipo-
teticamente infinito d scale, perché indefinitamente si possono variare sia il numero d intervalli e-
qualizzati in cui dividerel'intervallo d 2:1, sialatipoogia degli intervalli costituenti la scala; poswo-
no qundi esserein teoriain numero infinito i sistemi di accordatura.
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Nellapratica esoprattutto nell ateoria musicale tale numero, per quanto ampio in relazione alla
diversita delle alture musicali nel tempo, viene fortemente limitato da un lato ddlla @padta
dell’ orecchio umano d percepire differenze intervallari inferiori ad ura certa soglia, dall’atro dalla
tendenza “normalizzatrice” dellateoria musicale.

3. ACCORDATURA PITAGORICA

In questo tipo d accordature, dominante nella musica occidentale finoa XV° secolo, la misura degli
intervalli costituenti la scala eptafonica viene stabilita sulla base delle propazioni. Il principio base
per ottenere tali intervalli si fondaogg sullalegge fisicadi propaziondlitaindirettafralalunghezzal
della corda vibrante e lafrequenzaf del suono dtenuto. Se dungue da una corda vibrante li lunghezza
| si ottiene il suonoa di frequenzaf, dalla meta della stessa wrda (1/2) si ottiene, a parita di atre on-
dizioni (stessa tensione, stessa pressione dell’aria, stesso procedimento d eccitazione delle corde,
ecc.), il suonob di frequenza 2f; dallaterza parte delle corde (I/3) si ottiene il suonoc di frequenza 3f,
e sl via. Poiché lungo la scala eptafonica gli intervalli si susseguonoripetendasi nello stesso ordine
di ottavain attava, per delineae le caratteristiche di tale scala e sufficiente identificare gli intervalli
al’interno d una sola ottava tipo. Chiameremo quind conlo stes nane le note de differisconodi
unintervallo 2/1 (intervallo d ottava). Si pud dunge, fissandolafrequenzadi una notainterna agque-
sto intervall o, provare a procedere individuando le frequenze delle dtre note come si é fatto per il si-
stema partitivo, cioe come se s trattasse di ungruppociclico d ordine 7, dove due nate sonofraloro
congrue mod 7 se una ha frequenza doppa dell’ altra. Sappiamo gia che in realta questo ciclo nonsi
puo chiudere, tuttavia € unabuoraeidea di riferimento.

La seguente tabella d indica chiaramente la procedura dove @mn Osi indica |I’elemento identita del
gruppg mentre gli atri elementi sono 1 2, 3, 4, 5, 6, ed in particolare |’elemento 4 corrisponce
al’intervallo d quinta.

Gruppo ciclico di Nomedella |Valoredel’intervallo a Osservazioni
Ordine?7 Nota partire dal Doy
0 = identita Do 1
0+4=4 Sol 3 Intervallo d quinta
2
4+4=8=1(mod7) Re 331_9 Intervallo d untono
222 8
1+4=5 La 3331_27
2222 16
20RO 64
2+4=6 Si E@égg :&3
ROMRO 128
6+4=10=3(mod?7) Fa? 729 Questo valore éinsoddsfa-
Efégglg =— cente
RORO 912

Nell’ultimariga si ha giaun valore troppoalto e quind troppovicino alanata successiva die éil sol
e aorrisponce dl’intervallo d 3/2 (intervallo d quinta). Ed infatti si hal’intervallo
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E:EQ:EG: 1,053
2 512 243

intervallo troppo pccolo rispetto a valore dell’intervallo d untona, pari a %=1,125

Per ottenere il Fa si preferisce dlora partire dal Do superiore (ottava) scendendo d un intervallo d
quinta, cioe di quattro toni. L’ ultimariga della tabella diventa allora

0= 7(mod7) Fa
7-4=3

N

3
2

Wl

Anche msi ovviamenteil ciclo nonsi chiude, e si vedra piu avanti in che modoil problema viene ri-
solto (o aggirato) in epoca moderna, ma prima vogliamo dare un uteriore sguardo storico ala scda
pitagorica.

Platone, che cetamente aveva appreso queste cose da Archita di Taranto (considerato I’ ultimo dei pi-
tagorici propriamente detti), procede in unmodoleggermente diverso®. Nell’intervallo d ottava (cioé
tradi 2/1) considera primai due purti che si ottengonorispettivamente come media armonica e @me
media aitmetica. Precisamente:

L’'intervallo trail Faeil Sol éallora g—g :g corrisponcente dl’intervallo di untono, quello cioe
trail primo Do e il Re immediatamente seguente. | due intervalli di quinta, rispettivamente tra il pri-
mo Do e il successivo Sol etrail Faeil Do superiore (ottava), sono aa entrambi di g e Platone li

9
riempie entrambi conintervalli di 8 (cioé di untono). Precisamente nel primo intervallo:

4“1l demiurgo] Cominci® a dividere cosi: prima tolse dal tutto una parte, dopo di questa tolse una doppia della prima,
quindi unaterza, unavolta e meza piu grande della seconda eil triplo della prima, poi una quarta doppia della seconda,
una quinta tripla della terza, una sesta che era atto volte la prima, una settima ventisette olte pit grande della prima.
Dopo di cio, riempi gli intervalli doppi etripli, tagliando ancora dal tutto altre parti e ponendolein mezod a questi inter-
valli, sicché in ciascun intervallo vi fossro due medi, ed uno superass gli estremi e foss superato della stessa frazione
di ciascuno di esd, mentre I'altro superasse efosse superato dallo steso numero. Originandosi da questi legami nei pre-
cedenti intervalli nuovi intervalli di uno e mezzo, di uno e un terzo, e di uno e un atavo, riempi tutti gli intervalli di uno e
un terzo con l'intervallo d uno e un dtavo, lasciando una piccola parte di ciascuno d ess, in modo che l'intervallo |a-
sciato di questa piccola parte fosse definito dai valori di un rapporto numerico, come duecentocinquantasei sta a duecen-
toquarantatré’. PLATONE: Timeo,VIl, 35b-36b. Il brano sopra riportato, € un pas di una pit ampia descrizione che Pla
tone, ponendolain boccaa Timeo, fain forma mitica, della generazione del mondo da parte di Dio. L’ universo & qui visto
come un immenso essere vivente di cui gli eseri terrestri, tra cui I’'uomo, non sono che una parte. L’ Universo stes dun-
gue eunione di un corpo corruttibile con un’animaincorruttibile indivisibile eimmutabil e. In particolare, nel brano citato,
dopo avere unito I’animaeil corpo cell’ Universo, facendone un’entita unica, Dio | o ripartisce secondo intervalli che corri-
spondono al’armoniamusicae. A cio fariferimento Dante, per citare solo un esempio, tutte le volte che, particolarmente
nel Paradiso, alude dla msiddetta Armonia dell e sfere. (Purg XX X, 91-93; Par |, 73-84 ; Par |, 103-105; Par V1, 124-126;
Par X, 73-75; Par X1V, Par XV, 4-6; 118-129; Par XXXIII, v.124-126 ; Par XXIIl, 103-111 ; Convivio, Tratt. 2, 13; Con-
vivio, canzone 1) V. anche CHIARA RICHELMI: Circulata melodia. L'armonia delle sfere nella Commedia di Dante Ali-
ghieri. In De Musica annuario in divenire (rivista on line a era del Seminario Permanente di Filosofia della Musica
http://users.unimi.it/~gpiana/demus.htm), annoV, 2001.
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99_s8l corrisponcente a Mi,
88 64
e nel secondointervallo:

39 _27

—— =— corrispontente a L
28 16 * &
279 _ 243 corrisponcente al Si.
168 128

Orapero ci si trovadi fronte adue intervalli, il primo trail Mi eil Fa, il secondotrail Si eil Do supe-
riore (ottava), che noncorrispondonoad untono(cioe a9/8), infatti:5
4 81_2 243 _256

364 1 128 243

Nel grafico seguente, che illustra la scda pitagorica msi come edescritta da Platone, sono indicati

chiaramente gli intervalli di % e queli di %3 Come si vede la scda risultante coincide on qtella

gia precedentemente trovata.

Do Re Mi Fa Sol La S Do,
1 9 8 4 3 21 23 2
1 8 64 3 2 16 128 1
i i i i i

25¢€ 25¢€

8 8 24: 8 8 8 24:%

L’impassibilita di far chiudere il circolo delle quinte mediante intervalli razonali semplici, é rimasto
nell’ antichita un problemairrisolto e irrisolvibil e.
Vedremo orainvece, come si procede nella scala musicale moderna.

4. La scala cromatica moderna.

Senza soffermarci sui vari passagg che a partire dal Rinascimento hanno patato all’ adozione della
moderna scala acomatica, vediamo quele risposta viene data d problema precedentemente incontrato.
Come si évisto, I'intervallo d untonoé troppoelevato per consentire una chiusura del ciclo. D’altra
parte la scelta di unintervallo tonale in grado d chiudere il ciclo delle quinte, contrasterebbe @n la
legge dell’armonia che vude gli intervalli costituiti darapparti razionali semplici.

Vedremo tra poco la soluzione alottata. Osserviamo intanto che nella scda pitagoricaill ustrata nella

precedente sezione, vi sonocingue intervali di § , valore dhe viene assunto come misura di un tono,

e due intervalli sz?. Mas puofadimente mnstatare che se da una nota qualsiasi, si cresce per

due volte consecutive di unintervall o peri ad s, I’intervallo complessvamente ottenuto € molto vicino
ad untonao, infatti
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9 56g__531441 14
— = <1+—
8 2430 524288 ~ 1000

Si pud gund decidere di assumere I'intervallo s come misura di un semitona.
Tornando aa d modoin cui si e costruita la primatabella delle note, si ricordera che arivati a Fa, s

era scartato il valore di 7—?2 perché troppovicino a quello del successivo Sol. Con questo infatti ri-

marrebbe unintervallo d

3.729_256
2 512 243
cioé esattamente di un semitona Si dedde all oradi chiamare Fa-diesis |lanota crrispondente a;—ig.

Partendo ca qui e incrementando ayni volta di untono (ed owiamente scendendo, quando acorre, di
un ottava, per rientrare nell’intervallo d riferimento) si ottengonoinfine dtre quattro nde de verran-
no a riempire con semitoni, tutti gli intervalli di untono. Si ha quindi |a scala cromatica di dodci no-
te, separate traloro daunintervallo d unsemitona che formano, come nellafigura che segue, latipi-
catastiera atutti nota.

O Ret H
Do Re Mi Fa Sol La S Do,

Le note indicate con il simbaolo # (diesis) sono cktte anche note dterate e differiscono d un semitono
da quell e che le precedona Le Alterazioni, dunqte, sono segni grafici che paosti davanti ad ura nota
servonoa modificare verso I’ato overso il baso I'intonazone della nota stessa. Sonoin tutto cinque
e vengono chiamate: diesis, bemolle, doppo desis, doppo bemolle e bequadro. Di queste si e gia vi-
stoil significato del diesis; per semplicitatralasciamo i particolari delle dtre dterazioni e diciamo so-
lo che il bemolle (b) abbassala nota di un semitonoed ha quind un eff etto oppasto al diesis. Per il re-
sto si puovedere un gualungue manuale di teoria musicale.

5. Perché I'armonia richiede rapporti semplici?

Sebbene la spiegazione completa di tutti i possibili acastamenti che all’ orecchio risultano armonici
puo essere notevolmente amplessa, il principio fondamentale dell’armonia si pudspiegare mn molta
semplicita. Bastainfatti considerare le equazone di due once le aui frequenze stiano in undetermina-
to rapparto, costruirne il grafico mediante uno cei tanti prodati software in commercio, ed infine co-
struire conlo stesso sistemaiil grafico dell’ onda risultante dalla loro sovrapposizione.
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Siano rispettivamente f ed LY , le frequenze dell e due onde comporenti. | rispettivi period staran-
n

no alora nel rapparto inverso, cioeé se p eil periodo cella primaonda, quello della seconda e p.
m

Ne segue che se ad uncerto istante t le due onde sonoin fase, esse torneranno ad esserlo dopoche la
prima ha compiuto n periodi e mnseguentemente la seconda ne avra compiuto m. La frequenza
dell’ondarisultante sara allora pari anf. Giadaqui si evince de seil rapparto delle frequenzeéirra
zionale, il suonorisultante nonavra pit ura periodicita esatta, ma anche nel caso d rapparti razionali
i cui termini siano molto alti non dara luogo ad ura periodicita facilmente percepibile dall’ orecchio.
Naturalmente le cose si complicano se s analizza msa avviene dl’interno d ciascun periodo
dell’ondarisultante. Se infatti supporiamo che le due comporenti siano sinusoidali, all’interno d cia-
scun periodosi avranno purti in cui le onde comporenti, avendolo stesso segno si sommano, atri in
cui avendo segni contrari si elidong dando luogo complessivamente ad ura serie di oscillazioni con
andamento piu o menoirregolare, mail cui inviluppo pud pesentare delle regolarita evidenti. Non &
difficile, a questo purto, mettere in relazione la percezone altamente gradevole dei suon armonici,
con la regolarita delle onde risultanti. Naturalmente la sovrappasizione di suon haluogo fisicamente
solo quandoi suon sonocontemporanei, mentre nel caso d note che si succedonq e lamente ad ela-
borare il confronto d un suonoin atto conlamemoria di uno ascoltato immediatamente prima.

Qui di seguito sonorappresentati i grafici di alcune funzioni d’ onda particolarmente significaivi.

Il primo illustra I’onda di equazione f (t)= sen(- 27t), che assumeremo come onda di riferimento. |

tre grafici successivi il lustrano le furzioni f (t) = sen(- 27t)+ sen@- 2N E ottenute sovrapporendo
n

al’ondadi riferimento gquella che si ottiene incrementandola frequenzasecondo unrapparto razonale

pari a — . L’ultimo grafico, visibilmente irregolare, illustra invece il caso in cui Si sovrappore
n

unondala ai frequenzasta con quelladi riferimento secondoil rapparto irrazionale ~/2 .

1. f(t)=sen(-2n)

2. f(t)=sen(-2nt)+ sen@- Zgnt E (intervallo d untono).
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6.1l caso di J. S. BACH

Laterza parte dellamiaricerca e dedicata alla musica del periodoBarocco, piu precisamente dla mu-
sicadi Johann Sebastian Bach, poiché equella che meglio si presta al un analis strutturale. Bach in-
fatti concepisce la composizione musicde come una cstruzione perfettamente razionale, rispondente
ad ura predsa erigorosa struttura logico-matematicain cui aritmetica egeometria sono elementi co-
stitutivi essenziali.

Tale astruzione aitmetico-geometricasi intreccia etalvoltasi fonde cnlasimbologia numerologica
e @balisticaa ai Bad si affida spesso per glorificare Dio. Poiché quest’ ultimo aspetto pdrebbe
sembrare marginale (almeno dal purto d vista matematico) rispetto a quello piu specificamente strut-
turale, mi limiterd ariportare solo qualche esempio.

Andiamo ad analizzare il primo contrapurctus tratto da“|’ arte dellafugda’, una delle sue ultime ope-
re, scritta an|’intento d diventare un‘operanonsolo destinata all’ esecuzione ma e facesse soprat-
tutto da compendio d teoria musicale.

Il tema di questa primafuga é ostituito da12 nde, doveil numero 12allude a urapluraitadi signi-
ficati mistici ereligiosi.

= — el T
N}'._ = |.__.$
— e — — ——

12 = numero della Chiesa= numero degli Apostoli fedeli piu Cristo = (nell” Antico Testamento) 12
generazioni, 12 tribu. Nell” Apocdisse 144000( 12 a quadrato per mille) €l numero dei redenti.
Questa prima fuga eformata da una prima sezione di 78 kettute eda una seconda di 48, il che crri-
sponck alla proparzione dell a sezione aurea

Un ndevole esempio d simbaologia caalisticasi ha dlafine dell’ ultimafuga dove il musicistasi fir-
ma con le quattro note corrisponcenti alle lettere del suo name’.

1 1 II I 1§ ke § .:r.r-’
e e = = —
’ — T T T I.
I 3 J M)l J Ld ) ghdT
ra m— I.F_ '\—lf . }: s -
| :' | i — T 1 —

B A € H

MaBach, in redta, nonsi limito a “firmare” in questo modola sua ultimafuga, egli completo e svi-
luppo qelle prime note in modo dh ottenere untema di 14 nde che rappresentavail nome ghematrico

" Ricordiamo che in alcune notazioni (anche moderne, ma soprattutto in quelle pit antiche, le note venivano rappresentate
con lettere dell’ alfabeto. Facendo corrispondere la lettera A allanotaLa, s hala crrispondenzadelle lettere A, B, C,
D,... rispettivamente con lenate La, Si, Do, Re, ...

1C
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di Bach. La Ghematria & una tecnica cabalisticamolto usata nelle sue compaosizioni che consiste nel
sommare i numeri corrisponcenti alle lettere.

B A C H
! ! ! !

2 + 1 + 3 + 8 = 14

Indtrel’inverso d 14 & 41 che per “curiosa”’ coincidenzacorrisponce alla ghematria del nome intero
di Johann Sebastian Bach.

Passiamo adesso ad urianalisi strutturale dell’ opera di Bach, ma, dato I’ elevatissimo numero dell e sue
composizioni ne prenderemo in esame solo due. La scdta ricade ovviamente sulle fughe per la loro
perfezone stilistica eformale.

La prima, tratta dal “ Clavicembal o Ben Temperato” é lafuga n.16 a quattro voci in sol minore. Inizia
con la presentazone di una figura ritmico-melodica della durata di poche battute edalla diiara fisio-
nomia che viene detta soggetto (parte evidenziata in giallo nella Fig. 1). La sua espasizione che,
al’'inizio dellafuga, viene assegnata ad ura sola voce coincide conil silenzio delle atre tre. Allafine
della seconda battuta vi & I’imitazione del soggetto che prende il nome di risposta (evidenziatain rosa
nella stessa figura). Quest’ ultima avviene una quinta sopra la tonica (nota da aui nasce lascda) ed &
di tipotonale, cioe, modificaadi qualche intervallo.

éb_ ] - = — ;_': _ _ r: d . # .' =
r lig
i 1 -T-—
)];"13_ = a, ———— = —
Fig.1

Cio che qui si deve notare € ame la parte evidenziatain rosa si ottiene sostanzialmente per traslazo-
ne della parte segnata in giallo (con qualche variazione minima la cui spiegazone sarebbe qui fuori
luogo®). Taletraslazione &in effetti composta da una traslazione verticae (tonale) e daunatraslazone
orizzontale (temporae).

Complessivamente il soggetto viene ripetuto da parte di tutte le quettro voci (parti colorate in verde
nellafig..2). Allafine di questa prima parte, vi €1’ elaborazione che condice dopoal cune progressioni
armoniche dla replica del soggetto in uriatra tonaita, in questo caso nella tonalita di Si bemolle
maggiore (parti in blu nellastessa Fig. 2).

Si arriva si agli stretti, che aincidonocon |’ ultima parte dellafuga (V. Fig. 3). E lafase questa pitl
interessante; la sua particolarita sta nel fatto che ogni entrata del soggetto deve cominciare prima che
quella precedente sia conclusa. Intrecciandasi cosi le voci che espongonolo stesso tema (in tre colori
diversi nella fig. 3) s avverte una sensazione ritmica particolare, che non confonde |’ ascoltatore il
quale rimane aff ascinato dalla bellezza armonica.

8 Diciamo solo che unatradazonre verticae cheri produce esattamente la sequenza delle naote, € dettareale. Quella de,
come in questo caso modificaleggermente qual cheintervallo, € detta tonale.
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Il secondoesempio & un “canone” tratto dall’ Offerta Musicale. Vi & una prima sequenza di nove bat-
tute. Successivamente le stesse sequenze vengono nuoamente eseguite in ardine inverso, cioe par-
tendo dillafine e procedendo verso I'inizio e scambiano la prima riga @n la seconda (contrappurto
reversibil€). Detto atrimenti la parte su sfondoazzurro (Fig. 4) € ottenuta con ura riflessione orizzon-
tale di quella su sfondoverde g analogamente, la parte su sfondorosa eottenuta per riflessione oriz-
zontale di quella su sfondoviola.

FUGA XVI
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Fig. 4

Questi pochi cenni servono soltanto a dare un'idea della @struzione formale a @i pud essere una
struttura musicale, e di come tale struttura puo seguire precise trasformazoni che sono suscettibili di
una rappresentazi one geometrica o aritmetica. Naturalmente la complessita puo pesentarsi ancora piu
elevata se si tiene conto contemporaneamente delle corrispondenze geometriche ora osservate e delle
necessarie consonanze amoniche traducibili, come si e gia visto, mediante rapparti aritmetici.
Volutamente non vengono qu tratte conclusioni proprio perché, come si € gia annurciato, questo
vuole essere un materiale di base che puo essere piu 0 meno arricchito, ma de soprattutto dovrebbe
trovare il suo sbocco naturale in uraserie di rielaborazoni mirate alle diverse situazioni didattiche. E’
proprio, e soltanto, in tali sedi che si possonotrarre dell e conclusioni.
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