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Henri Poincaré (1854-1912)

Poincaré (1890)

Fi(su) = φi[F1(u) , .., Fn(u)]

i = 1, 2, …, n
|s| > 1

F(su) = φ[F(u)]



Pierre Fatou (1878-1929)

Data
φ2(z) = z2 / z2 +2

La funzione ha un unico 
punto di attrazione in 0. 
Ogni punto del disco 
D: |z| < 1 converge a 0
per iterazione di φ2(z) 



Se z (arbitrario) converge a 0 per iterazione 
della φ2(z) allora esiste un intero positivo N
tale che per n > N, [φ2(z)]n  appartiene a D e 
viceversa. Un punto z converge a 0 per 
iterazione della φ2(z) sse l’iterato di z finisce 
per stare in D.
L’insieme dei punti J che non convergono a 0 
è un insieme perfetto totalmente disconnesso.











Gaston Julia (1893-1978)

• Mémoire sur l'iteration
des fonctions rationelles
(1918)



Chi era il ‘terzo uomo’?

• Salvatore Pincherle
(1853-1936)



Salvatore Pincherle

• Studia alla Scuola Normale di Pisa (1874)

• Insegna al Liceo Foscolo di Pavia

• Segue i corsi di Weierstrass (1877-78)
Saggio di una introduzione alla teoria delle 
funzioni analitiche secondo i principi del prof.
Weierstrass (1880)



Salvatore Pincherle

• Cattedra di Algebra complementare a Palermo 
(1880)

• Nello stesso anno nominato docente di Algebra 
complementare a Bologna

• Cattedra di analisi a Bologna (1882)



Salvatore Pincherle

• Lavori sulle serie e la trasformata di Laplace

• Le operazioni distributive e le loro 
applicazioni all’analisi (con U. Amaldi), 1901

• Funktionaloperationen-und Gleichungen (Enz. 
Math. Wissenschaften), 1906

• Equations et opérations fonctionnelles (Enc. 
Sciences mathématiques), 1912



Salvatore Pincherle

• Presidente dell’Unione Matematica Italiana 
(1922)

• Presidente dell’Unione Matematica 
Internazionale (1924-1932)

• Presidente del Congresso Internazionale dei 
Matematici (Bologna 1928)



La preistoria

Metodo di Newton per approssimare soluzioni 
(reali o complesse) dell’equazione f(z) = 0

Se  z0  è un valore ‘vicino’ a una radice, allora
zn+1 = zn + f(zn)/ f'(zn)

genera ‘per iterazione’ una sequenza {zn} che 
può (o no) convergere alla radice di f(z) = 0



Ernst Schröder (1841-1902)

• Iterazione della  
funzione analitica:

N(z) = z + f(z)/ f'(z)

nell’intorno di una 
radice di f(z).
(J. Crelle 1871)



Teorema di punto fisso (1870)

Sia f(z) una funzione analitica in un intorno di 
un punto x in cui f(x) = x e | f'(x)| < 1. Se 
[f(z))]n è l’iterata n-esima di f(z) , esiste un 
intorno D di x tale che, per ogni z in D
[f(z))]n → x per n →∞
“Tutti i punti z in un’area intorno a x hanno 
come limite, per interazione della funzione f(z) 
la radice dell’equazione f(z) = x”



• Il teorema è un teorema ‘locale’ che riguarda il 
comportamento nell’intorno di un ‘attrattore’ e 
nulla dice dei punti che non appartengono 
all’intorno

• La dimostrazione rigorosa è stata data da 
Gabriel Koenigs (1858-1931) nel 1880



Equazione di Schröder

f(φ(z)) = |φ'(x)| f(z)            (1)
dove φ è una data funzione analitica con x
punto fisso

• Nel caso particolare |φ'(x)| < 1 (il punto fisso è
un attrattore) Koenigs fu il primo a dimostrare 
che esiste f(z) regolare in x e soddisfacente la 
(1) in un intorno D di x.



Appunti su alcuni problemi 
d’iterazione (1917)

“Nei problemi relativi all’iterazione di una 
funzione analitica nell’intorno di un suo punto 
invariante l’attenzione si è prevalentemente 
fermata sul caso, che si può considerare come 
quello della stabilità” (cioè |φ'(x)| < 1).

“il maggior risultato è dovuto al matematico 
francese G. Koenigs”



“Della natura analitica della funzione f(z) in 
relazione con quella di φ(z) come 
dell’estensione di cui è suscettibile il suo 
campo di validità poco si sa in generale; lo 
studio di essa è stato fatto soltanto ‘in piccolo’, 
cioè nell’intorno del punto invariante, mentre 
offrirebbe molto interesse la conoscenza 
dell’andamento di f(z) in una regione più
estesa”



“Far conoscere in un altro lavoro qualche 
risultato in questo ordine di idee”

“mi propongo, quasi a titolo di preparazione, 
di indicare un metodo che mi sembra 
singolarmente semplice e spontaneo per la 
definizione della funzione di Koenigs e per la 
deduzione delle sue prime proprietà”



Primo lavoro di Pincherle

• Alcune osservazioni sulla iterata di una 
funzione data (1914)
Studia l’equazione funzionale

[f(x)]n = f(x)
di cui è un caso particolare l’equazione 
di Babbage [f(x)]n = x.



• “Sull’iterazione della funzione quadratica 
z2 - a” (1918)

• “Un teorema sull’iterazione della funzione 
quadratica” (1919)



• “considerando la difficoltà che offe il problema e i 
fatti nuovi cui dà luogo, non appena si tratta di una 
funzione che non sia lineare ho pensato che non fosse 
privo d’interesse lo studio alquanto approfondito di 
un caso anche assai semplice” p(x) = x2 – a (a reale 
positivo)

• Distingue a seconda che sia 
0 < a < 2, a = 2, a > 2



Pincherle individua un sottoinsieme chiuso Z 
di R contenuto in I = [-z, -√a-z]U[√a-z, z]
dove z =½(1+ √1+4a)

e dimostra tre proposioni:



• Prop. 1: Se a > 2, l’insieme Ω dei punti del 
piano complesso divergenti sotto l’iterazione 
dell’operazione coincide col complementare di 
Z.

• Prop. 2 Se a = 2, Ω è costituito dal piano 
complesso escluso l’intervallo reale [-2,2]



• Prop. 3: Per -1/4 < a < 2 i punti del segmento

S = [-½(1+ √1+4a), ½(1+ √1+4a)]

non divergono per l’iterazione indefinitamente 
ripetuta di p(x) = x2 – a 



• Le prop. 1) e 2) consentono di stabilire che 
per a > 2 l’insieme di Julia del polinomio 
p(x) = x2 – a 
è sempre un sottoinsieme di R contenuto 
nell’insieme I.



Gaston Julia (1893-1978)

• Mémoire sur l'iteration
des fonctions rationelles
(1918)



Sia φ(z) una funzione razionale e G la famiglia 
G = {[φ(z)]n } . L’insieme J di Julia è l’insieme 
dei punti di C¯ per cui non esistono intorni in 
cui G è normale. L’insieme di Fatou è il 
complementare di J in C¯ .



Una famiglia di funzioni G analitiche 
all’interno di un dominio D è normale
in D se ogni successione di funzioni di G
contiene una sottosuccessione che converge 
uniformemente su tutti gli insiemi compatti 
D' interni a D (Montel)




