Geometria 3
A.A. 2012 — 2013
Esercizi

Omotopia di applicazioni contiue.

— Si dimostri che lo spazio X = {z € R* : |[|z|]| > 1} ¢
CONNESSO.

— Siano x, y punti di uno spazio topologico X. Si dimostri che
le applicazioni costanti ¢, : [ — X e ¢, : I — X sono omotope
se e solo se = e y appartengono alla stessa componente connessa
per archi.

— Dimostrare che uno spazio X e contraibile se e solo se ’applicazione
1dx € omotopa a un’applicazione costante di X in se stesso.

— Dimostrare che un sotospazio convesso di R" e contraibile. In
particolare D™, D, I"" sono contraibili.

— Dimostrare che uno spazio contraibile ¢ connesso per archi.

— Si dimostri che f : "7 — Y ¢ omotopa ad un’applicazione

costante h : S"! — {p} € Y se e solo se f si estende ad
. . . -n

un’applicazione continua g : D — Y.

~ Si dimostri che R™\ {0}, D"\{0} ¢ D"\{0} sono spazi topo-
logici omotopicamente equivalenti alla sfera S™!.

— Un sottospazio topologico X C R" si dice stellato se esiste un
punto p € X tale che per ogni ¢ € X il segmento pg ¢ contenuto
in X. Si dimostri che ogni insieme stellato ¢ contraibile.



— Sia X C R™ un aperto convesso. Sia p € X. Si dimostri che
X\{p} ¢ omotopicamente equivalente alla sfera S"!.

— Sia £ C R? una retta. Si dimostri che R*\/ & omotopicamente
equivalente alla circonferenza S*.

— Sia £ C R” un sottospazio affine di dimensione k. Si dimostri
che R"\ E & omotopicamente equivalente alla sfera S %=1,

— Sia B C R" un sottoinsieme convesso. Sia X uno spazio
topologico e sia A C X un suo sottospazio. Siano f : X — B
e g : X — B due applicazioni continue, tali che f(a) = g(a)
per Va. Si dimostri che f e omotopicamente equivalente a g
relativamente ad A.

Gruppo fondamentale.

Nelle esercizi dove si richiede il calcolo del gruppo fondamentale
bisogna dare una presentazione tramite generatori e relaziont ed
esplicitamente descrivere i generatort.

— Si dimostri che il gruppo
<zyleyz ly t=12"=1,9y"=1>
e isomorfo a Z,, X Z,,.
— Si dimostri che il gruppo S3 ha la presentazione
<zyla? =19 =3, zyr ly i=1>.

Suggerimento. Si considerino gli elementi (12) e (123) del
gruppo Ss.



~ Dimostrare che insieme z € D" tale che ﬁ2\{m} e semplice-

o =2 =2,
mente connesso coincide con S!. Dedurre che se f : D™ — D ¢

un omeomorfismo, allora f(S') = S, f(D?) = D>

— Esiste uno spazio topologico Y, tale che S' x Y & omeomorfo
a S?, oppure a RP??

— Siano (71, 1) e (T, z2) due tori. Si consideri il bouquet X =
TiUTy/xq ~ x9. Sia xg il punto identificato. Calcolare m1 (X, xg).

— Siano x,y € D?. Calcolare m(D*\{x,y}, x0).
— Siano z,y € RP?. Calcolare 71 (RP*\{z,y}, x¢).

— Sia M = T?*#---#T? (n volte) e sia z € M. Calcolare
m(M\{z}, zo).

— Nell’esercizio precedente siano z,y € M. Calcolare
WI(M\{xay}axO)'

— Calcolare il gruppo fondamentale di R? privato di due rette
parallele.

— Calcolare il gruppo fondamentale della sfera S? privata di tre
puni distinti.

— Siano Li, Ly, Ly le tre assi coordinate di R3. Calcolare
1 (RB\Ll U L2 U Lg, 33()).
Suggerimento. Ridurre il problema ad un sottospazio di S2.

— Calcolare il gruppo fondamentale di R? privato di due rette
passanti per 1'origine.



— Sia M una varieta topologica connessa di dimensione n > 3. Si
dimostri che per ogni ¢ € M si ha un isomorfismo 71 (M \{q}, zo)
= m (M, xp) indotto dall’inclusione M\{q} — M.

— Sia M una varieta topologica connessa di dimensione n > 3.
Siano qi, . . ., ¢, puntidi M. Sidimostri che si ha un isomorfismo
T (M\{q1,---,qm},r0) = m(M,x9) indotto dall’inclusione
M\{q1,. . g} < M.

— Sia X C R? T'unione di S? con il segmento {(0,0,2)|
—1 < z < 1}, Si caleoli m(X, N), dove N ¢ il polo nord.
Descrivere esplicitamente il/i generatore/i del gruppo.

— Si calcoli il gruppo fondamentale del manico.

— Si calcoli il gruppo fondamentale del nastro di Moebius.

Rivestimenti.

— Si dimostri che I'applicazione p : " — RP" data di

p((x07x17' 73711)) - (x() Y I xn)
¢ un rivestimento di grado 2.

— Si dimostri che se p; : Ry — X7 e po : Ry — X5 sono rivesti-
menti, allora p; X ps : R1 X Ry — X7 x X5 € un rivestimento. Se
p1 € po sono rivestimenti finiti di gradi dy e ds rispettivamente,
quanto e il grado di p; X po?

— Sia p : R — X un rivestimento finito di grado n. Si dimostri
che R e compatto se e solo se X e compatto. Esistono rivesti-
menti infiniti con R compatto?



Negli esercizi sequenti si assume, se non scritto al contrario,
che i rivestimentt sono applicaziont tra spazi topologici connessi
e localmente connessi per archi.

— Si dimostri che se p : R — X & un rivestimento di grado n,
allora il sottogruppo p.m1(R,ro) ha indice n in m (X, z), dove
ro € R € punto arbitrario e xy = p(ro).

— Costruire un rivestimento connesso di grado 3 del toro 772 |
oppure dimostrare che tale rivestimento non esiste.

— Costruire un rivestimento connesso di grado 3 del piano proi-
ettivo RP? |, oppure dimostrare che tale rivestimento non esiste.

— Sia p : R — X un rivestimento finito di grado n. Supponiamo
(X, xg) = Z. Calcolare il gruppo fondamentale di R.

— Dimostrare che un rivestimento di spazi connessi per archi
p: R — X e omeomorfismo se e solo se

P (R, zg) = m (X, o).

— Sia X uno spazio topologico semplicemente connesso. Sia
p: R — X un rivestimento qualsiasi (R non si assume connesso).
Si dimostri che R ¢ omeomorfo ad una unione disgiunta di spazi
topologici omeomorfi a X.

— Classificare i rivestimenti di grado 4 (non necessariamente con-

nessi) di S*.



Curve nel piano e nello spazio.

—1*La lunghezza, dat = 0 at = 9, dell’arco di curva di equazioni
parametriche: x = 3t e y = 2t &:

A) [TVO =162t
B) [, VO + 162t
Q) [ V/Orr — 4ttdt
D) [, VO + 4ttdt
—"La lunghezza, dat = 0 a t = 2, dell’arco di curva di equazioni
parametriche: = t?, y = (6t + 9)2 & uguale a:
A) 12
B) 14
C) 8
D) 10
— *La lunghezza dell’arco di catenaria y = coshx da x = 0 a
r=1In2e
A)1/4
B) 2/3
C) 3/4
D)1
— *Una particella si muove lungo il percorso descritto dalla curva

di equazioni parametriche: x = cos®t, y = sin®t. La distanza
percorsa per ¢t compreso tra 0 e 7/2 e uguale a:

*

LGli esercizi segnalati con
a.a.2011/2012.

sono stati proposti alle prove di ammissione al TFA



garzex

— Sia a : I — R? una curva avente curvatura costante x £ 0.
Dimostrare che a(/) ¢ contenuta in una circonferenza di raggio
1

k]

— Sia a : I — R3 una curva regolare la cui immagine sia con-
tenuta in una sfera di raggio r. Dimostrare che k(t) > % per
ognit e I.

— Calcolare la curvatura della catenaria y = acosh(%), a > 0.

— Determinare il raggio del cerchio osculatore della curva a(t) =
(2,1, —2t) in (2,1, -2).

S

— Determinare il raggio del cerchio osculatore della curva a(t) =
(t3,12,t) nel punto in cui t = 1.

— Calcolare I'apparato di Frenet, I’equazione del piano osculatore
e le equazioni parametriche del cerchio osculatore della seguente
curva nel punto indicato:

a(t) = (cos(t)?, cos(t),sin(t)) in a(0).

— Calcolare I'apparato di Frenet, I’equazione del piano osculatore
e le equazioni parametriche del cerchio osculatore della seguente
curva nel punto indicato:

alt) = (t,te', t%¢") in  «a(0).
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— Calcolare I'apparato di Frenet, I’equazione del piano osculatore
e le equazioni parametriche del cerchio osculatore della seguente
curva nel punto indicato:

oz(t):(%,%,ln(t)) in a(l).

— Calcolare 'apparato di Frenet della seguente curva in un punto

generico:
2 t3

t
alt) = (t, =, —=).
( ) ( Y 27 3)
— Calcolare 'apparato di Frenet della seguente curva in un punto
generico:
a(t) = t(cost,sint, 1).

— Data la curva nello spazio a(t) = (at — t3, 3t, 3t + t3):

(a) stabilire per quale valore di @ € R la curva ¢ piana. Asseg-
nato ad a tale valore, trovare ’equazione del piano che contiene
la curva;

(b) posto a = 3, determinare la curvatura, la torsione e il
triedro di Frenet in un generico punto di a.

— Data la curva nello spazio a(t) = (32,1 + 3t, at?):

(a) stabilire per quale valore di @ € R la curva e piana. Asseg-
nato ad a tale valore, trovare ’equazione del piano che contiene
la curva;

(b) posto a = 2, determinare la curvatura, la torsione e il
triedro di Frenet in un generico punto di a.

(c) Calcolare la lunghezza d’arco di curva compresa tra i punti
A(0,1,0) e B(3,—2,—2).



Geometria differenziale delle superfici.

— Sia M Telicoide p(u,v) = (ucosv,usinwv, bv), u > 0,v € R.
(a) Calcolare la prima forma fondamentale di M.
(b) Calcolare I'area della porzione dell’elicoide 1 < u < 3,
0<v<2m.

— Dimostrare che 'area della porzione della sfera compresa tra
due paralleli dipende solo dalla distanza tra i piani che con-
tengono i paralleli.

— Sia r = acosh(Z) la curva catenaria nel piano Oxz, a > 0. Sia
M la superficie di rotazione attorno all’asse delle z.

(a) Trovare una parametrizzazione regolare di M. Disegnare
la superficie.

(b) Calcolare la prima forma fondamentale di M;

(c) Calcolare I’area della porzione del catenoide compresa tra
1pilani z =1e 2z = —1.

Suggerimento. Utilizare 'identita cosh®(u) = (1 + cosh 2u).

— *Nello spazio R? sia S la superficie sferica di centro O e di
raggio 1. Le rette nella geometria sferica sono per definizione le
circonferenze di raggio massimo (quindi, le intersezioni di .S con
i piani che passano per O). Sia ABC un triangolo sferico non
degenere su S. Se a, 3, denotano gli angoli rispettivamente in
A, B e C allora (indicare la risposta corretta tra (A),(B),(C) e
(D)):

A a+B+y=m

(B) @ + 8 4+ v non & un multiplo di 7w, ma € una costante
indipendente della scelta del triangolo ABC

(C) o+ B+ v & uguale all’area del triangolo ABC

(D) a + B + 7 & sempre maggiore di 7
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~Sia D = {(u,v) € R¥z* +y* <3} ep: D\{0,0)} — R
I’applicazione cosi definita:

o(u,v) = (u, v, Vu>+v?).

Dimostrare che ¢ € una parametrizzazione regolare e in ¢(1, 1)
calcolare curvatura media, curvatura gaussiana, curvature prin-
cipali e piano tangente affine.

~SiaU={(s,t) eR*|-F <s,t<3}e
0:U =R’ (s, t) = (sin(t), cos(t) cos(s),sin(s)).

Dimostrare che ¢ ¢ una parametrizzazione regolare e calcolare
in (0, 0) curvatura media, curvatura gaussiana, curvature prin-
cipali e piano tangente affine.

— Sia M la superficie descritta dalla parametrizzazione
o(u,v) = (cosu—wvsinu, sinu+v cosu,v), (u,v) € (—=

(a) Dimostrare che ¢ € una parametrizzazione regolare. Di
che superficie si tratta?

(b) Trovare la curvatura Gaussiana e media in un punto qual-
siasi di M.

(¢) Determinare le curvature principali e le direzioni principali
di curvatura nel punto Py = ¢(0,0).

(c) Calcolare la curvatura della sezione normale determinata
dal punto Py = ¢(0,0) e dal versore e = (—j + v/3k).

— Sia M la superficie descritta dalla parametrizzazione

o(u,v) = (u, " cosv, e"sinv) (u,v) € (—o0, +00) x (0,27).
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(a) Dimostrare che ¢ € una parametrizzazione regolare. Di
che superficie si tratta?

(b) Calcolare la curvatura Gaussiana e media in un punto
qualsiasi di M.

(c) Calcolare la curvatura della sezione normale determinata
dal punto Py = ¢(0,0) e dal versore e = (i + j — k).

— Sia U = {(u,v) € R?Jv > 0} e sia M la superficie data dalla
parametrizzazione

v u? 0P

SO(U7U) - (u7 ?7 ? - ?)

(a) Dimostrare che ¢ € una parametrizzazione regolare.

(b) Calcolare la curvatura Gaussiana e media in un generico
punto di M. Classificare i punti di M.

(c¢) Trovare la curvatura della sezione normale determinata

dal punto Py = ¢(1,1) e dal versore 4(1 +3).
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