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1. Continuita di una funzione

1. Continuita di una funzione

Sia f(x) definita nellinsieme A e xy un punto non isolato di A. La
funzione si dice continua nel punto xg quando

Jim f(z) = f(a)

ossia quando il limite della funzione coincide con il valore della stessa
nel punto xg. La funzione f(x) si dice continua nell’insieme A quando
e continua in ogni punto xy non isolato di A.

1.1. Osservazione. Nel concetto di funzione continua i punti iso-
lati non hanno alcuna importanza; nei casi pratici punti siffatti si incon-
trano raramente, I'unica eccezione di rilievo e il caso delle successioni
in cui la definizione di continuita non ha senso.

Osserviamo che per la continuita in un punto xy non isolato di A
deve esistere finito il limite della funzione per x — x( e tale limite
deve essere eguale a f(xp). Di conseguenza non si ha continuita della

funzione nel punto zy quando il lim f(z) non esiste oppure € infinito
T—rT0

o il limite esiste finito ma non ¢ uguale a f(x).

Esempio 1.1
La funzione )
sin
er ©#0
fay=4 o P 7
0 per x =
non ¢ continua nel punto x = 0, perche
sinx
lim =1
T—rT0 €T

e il limite non coincide con il valore 0 assunto dalla funzione nel
punto x = 0.

Esempio 1.2
La funzione )
_J ex per z#0
f(@) { 0 per z=0
non ¢ continua nel punto 0, perche
lim ez =0
z—0~
lim e+ = 400
z—0t
la funzione non ammette limite nel punto x = 0.

Le funzioni elementari 2%, a”, log, =, sinz, cosz, tanz, cot z, arcsin ,
arccos x, arctanx, ricordando quanto detto nel trattare i limiti delle
stesse in un punto del loro insieme di definizione, sono continue in ogni
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3. Operazioni sulle funzioni continue

punto dell’insieme ove sono definite, ossia sono continue nel proprio
insieme di definizione.

2. Punti di discontinuita

Abbiamo visto alcuni esempi di funzioni che non sono continue in
punti del proprio dominio. Chiameremo tali punti, punti di disconti-
nuita della funzione.

Un punto di discontinuita, xq, si dice eliminabile se

Jim f(z) # (o)

In questo caso, affinche zy diventi un punto di continuita, basta mo-
dificare la funzione nel punto xy imponendo di assumere il valore del
limite.

Un punto di discontinuita, g, si dice punto di discontinuita di prima
specie quando esistono i limiti sinistro e destro e sono diversi tra loro.

Un punto di discontinuita, xg, si dice punto di discontinuita di se-
conda specie se almeno uno dei limiti sinistro o destro non esiste o non
e finito.

2.1. Continuita a sinistra o a destra. Sia xy un punto di di-
scontinuita. Se
lim_f(x) = f(xo)
SC—)Z'O
si dice allora che nel punto zj la funzione e continua a destra. Analo-
gamente la funzione si dice continua a sinistra quando

lim f(x) = f(zo)

(E—)ZBO

Esempio 2.1
La funzione )
_J ex per z#0
f(@) { 0 per z=0
€ continua a sinistra nel punto 0.

3. Operazioni sulle funzioni continue

Siano f e g due funzioni di A in R. Se f e g sono continue in A,
allora:

la funzione f + g ¢ continua in A;
la funzione f - g & continua in A;

se g(x) # 0, Vx € A, la funzione f ¢ continua in A;

la funzione |f(x)| & continua in A;
la funzione ¢ - f & continua in A per ogni ¢ € R;
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4. Funzioni monotone

e ogni funzione composta mediante funzioni continue e una fun-
zione continua.

4. Funzioni monotone

Una funzione monotona presenta, al pili, un numero finito o una
infinita numerabile di punti di discontinuita di prima specie.

Esempio 4.1

Consideriamo la funzione f : R — R espressa da f(z)

parte intera di x.

Essendo R archimedeo, per ogni x € R esiste n € Z tale che: n <
r < n+1. L’intero n costituisce la parte intera di x. Consideriamo
il grafico della funzione indicato in figura 1. La funzione ha come
codominio l'insieme Z. Ogni punto dell’asse delle x immagine di
un numero intero e punto di discontinuita di prima specie della

funzione.

= [z], leggasi,

— -3
— -4
-5
-6
-7

FI1GURA 1. Grafico della funzione f(x) = [z]
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5. Funzioni continue definite su un insieme compatto o su un intervallo

5. Funzioni continue definite su un insieme compatto o su
un intervallo

TEOREMA 5.1. Se A ¢é un insieme compatto e f : A — R é una
funzione continua in A allora f(A) é un insieme compatto.

TEOREMA 5.2 (Weierstrass). Se A ¢ un insieme compatto e f : A — R

¢ una funzione continua in A, allora esistono due punti o, B € A tali
che

fla) =min f  f(§) = max f

DIMOSTRAZIONE. Essendo per ipotesi A un insieme compatto in
virtu del teorema 5.1, f(A) € un insieme chiuso e limitato.
Posto m = inf(f(A)) e M = sup(f(A)), essendo f(A) chiuso, necessa-
riamente m e M debbono appartenere ad f(A), di conseguenza sono
valori assunti dalla funzione. Pertanto o e [ si ottengono prendendo

ac fH(m)epe fH(M) O

TEOREMA 5.3. Se A ¢ un intervallo e f : A — R é una funzione
continua in A, allora f(A) e un intervallo, eventualmente degenere.

COROLLARIO 5.4. Se la funzione f : [a,b] — R é continua in |a, b],
allora f([a,b]) = [min f, max f].

DIMOSTRAZIONE. Essendo [a,b] un insieme compatto, per il teo-
rema 5.2, di Weierstrass, esistono due punti o e § € [a,b] tali che

f(a) = minf e f(f) = maxf. Per il teorema 5.3, f([a,b]) & un
intervallo, di conseguenza:

Vo € [a,b]  fla) < f(z) < f(B)
quindi

codf = [f(a), f(8)] = [min f, max ]
O

Il teorema 5.3 esprime che se una funzione continua in un intervallo as-
sume due valori, essa necessariamente assumera tutti i valori compresi
tra essi.

COROLLARIO 5.5. Se A ¢ un intervallo, f : A — R ¢& continua in
A ea eb due punti di A tali che

fla)- f(b) <0
allora esiste almeno un punto ¢ € A tale che f(c) =0.

DIMOSTRAZIONE. Essendo A un intervallo, per il teorema 5.1, f(A)
e un intervallo a cui appartengono f(a) e f(b) e tutti i valori tra essi
compresi. Essendo f(a) < 0 e f(b) > 0 (oppure f(a) > 0e f(b) < 0)
necessariamente ad esso apparterra anche il valore 0, di conseguenza
ce f710) O
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6. Continuita delle funzioni inverse

6. Continuita delle funzioni inverse

TEOREMA 6.1. Se A ¢é un insieme compatto e f: A — R una fun-
zione iniettiva e continua, allora la funzione inversa f=*: f(A) — A ¢
continua.

Considerato che le funzioni strettamente monotone realizzano una inie-
zione di A in f(A), possiamo affermare che se A ¢ un intervallo e f una
funzione crescente e continua in A allora essa ¢ dotata di funzione in-
versa crescente e continua in f(A). Analogamente se f & decrescente e
continua in A, allora & dotata di funzione inversa decrescente e continua
in f(A).

Concludiamo affermando che:

TEOREMA 6.2. Se A ¢ un intervallo e f una funzione monotona di
A inR, allora f e continua se e solo se f(A) & un intervallo.
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