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1. Caratterizzazione del comportamento di una funzione in
un intorno di un suo zero

Si tratta di caratterizzare 1'ordine di molteplicita di uno zero di una
funzione. Diremo che zy & uno zero di molteplicita r o zero r-plo della
funzione f(x), continua in zy, se risulta

x
T A C) R (1)
z—zo (T — x0)"
0 equivalentemente:
xo € uno zero r-plo per f(x) se la funzione e infinitesima, per z — o,
di ordine r rispetto a x — x.

TEOREMA 1.1 (CNS affinche x sia zero r-plo di una funzione). Sia
f(z) deriwvabile, r volte, almeno, in un intorno del punto xq, zero della
funzione, con derivate continue. Condizione necessaria e sufficiente
perché xqy sia uno zero r-plo della f(x) é che esso sia uno zero delle

funzioni derivate f'(z), f"(z), ..., fCY(x) ma non della derivata
f")(z), ossia:
@ zero 1-plo di f(x) & f(xo) = f'(z0) = f"(w0) = ... = fU (o) =0
e f(z0) #0

DiMOSTRAZIONE. Condizione necessaria
Se xp ¢ uno zero r-plo di f(z) si ha che

lim 7]‘"@)

T—T0 ([L‘ — [L’O)T

#0
mentre sono nulli i limiti dei quozienti

im % 0 com h=01.2,... r—1

z=zo (1 — x0)"

che implica necessariamente
fM(20) =0 per h=1,2,...,r—1

Se non fosse cosi si avrebbe che, per h < r, 'ordine della prima derivata
non nulla in xq, dovrebbe essere

fl@) _ f" ()

xh—glo (;Ij‘ — Llj‘o)h - h' % O
dato che
@) @
(x —xzo)"  (z— )" 0

e xg sarebbe uno zero di molteplicita h < r, contro 'ipotesi iniziale.
Condizione sufficiente

Supponiamo che in zg la funzione f(x) si annulli assieme alle sue prime
r — 1 derivate mentre f)(zy) # 0 e consideriamo in un intorno di x
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il rapporto

f(x) ,
—— ove g(x) = (z — o)
g(x)
In x = zy, g(z) si annulla assieme alle sue prime r — 1 derivate mentre

") (x) = r!

9" (x) =r!

Per x # x, la funzione g(x) e le sue derivate successive sono diverse da
zero. Per quanto detto

f@) _ f() = fzo)
g(x)  g(x) — g(z0)
applicando il teorema di Cauchy nell’intervallo [z¢, z] si ottiene
f(z) _ f(@) = f(o) _ f'(&1)
g(@)  g(x) —g(x) g'(&)
Riapplicando il teorema di Cauchy alla funzione f’(z) nell'intervallo
[z0,&1] C [xo, x], si ottiene

P& _ €)= L) &) e e

9(&)  g(&) =g () g"(&)
essendo f'(xg) = ¢'(xo) = 0.

Pertanto
f(&) _ (&)
g'(&1) 9" (&2)

Procedendo allo stesso modo, si ha

f&) &) G FUG) = fO (@) )

FE) " &) T 6 I (6) — gD (w) | gOE)

essendo ¢ in punto interno all’intervallo [zg,&.—1] C [xo, 2], da cui si

desume
fla) 0
g(@)  g"(¢)

con 9 <& <z

Ricordando che

g(z) = (z —2)" e g"(x) =1

f@) )

(x — xo)" rl

si trae

Quando x — xy segue che & — 1z, avendo supposto f()(z) continua,
segue

lim f7(&) = f) (o)
§—xo
che per ipotesi ¢ un numero diverso da zero. Si conclude pertanto che

fl@) _ fO(x0)

lim = 0

T—T0 ([Zj‘ — IO)T T! %
e quindi che per la (1) f(z) e infinitesima di ordine r rispetto a z —
ossia xy € uno zero r-plo. [
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2. Formula di Mac Laurin e formula di Taylor

Sia f: I(0) — R ed ivi dotata di derivate successive fino all’ordine
n 4+ 1, almeno, con f*1(0) # 0. Consideriamo, in 1(0), il polinomio
OO S0 10)

] x (n—l)!x +...+ 9

P(z) 2® + f'(0)z + £(0)

Calcolando le derivate di P(x) nel punto 0, si trova facilmente:
P'(0) = f'(0), P"(0)=f"(0), ..., P"(0)=f"(0)

essendo P (0) = 0 e P(0) = f(0). Consideriamo in 7(0) la funzione
ausiliaria
F(x) = f(z) — P(z)

La funzione F' si annulla nel punto 0 assieme alle sue prime n derivate,
essendo F"D(z) = fl () e FOHD(0) = £+1(0) #£ 0.
In virtu del teorema 1.1 possiamo affermare che 0 ¢ uno zero del-
la funzione F' di molteplicita n + 1 e che, quindi, ¢ vera la seguente
relazione

F(z) F"(E)

gt (n 4 1)!

essendo ¢ un punto interno all'intervallo |0,2[ C I(0). Tenendo conto
della definizione di F, segue

flz) = Px) _ f"D(E)

antt  (n+1)!
cioe
n+1
f(@) = Pla)+ g ™)

L’espressione a cui si perviene dice che la funzione puo essere approssi-
mata in un 7(0) in cui sono verificate le ipotesi iniziali, da un polinomio
P(z) di grado n.

Lo scarto tra la funzione ed il polinomio e funzione di x e &, che chiamia-
mo termine complementare dello sviluppo, nella forma di Lagrange,
lo indicheremo con R,,, ossia

xn-ﬁ-l

R,=—— (n+1)

(n+1)! / (&)
Ordinando i termini di P(z) secondo le potenze crescenti di z, ot-
teniamo quella che nella letteratura viene chiamata formula di Mac
Laurin:
3 a"

£(@) = FO) + [0 + PO + /"0 +...+ (0% + R,

n)
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Generalizzando il procedimento in un intorno di un punto xy otteniamo
lo sviluppo di Taylor di punto iniziale xg:
(x — )

f@) = [f(xo) + f'(wo)(x — xo) + f"(0) 9]

x—x0)3 n l’-[lf.n
+ f”/(l'o)( 3!0) +---+f( )(xo)( n'O)

2

+ R,
con
(x — o)t

(n+1)
(n+1)! / ()
e £ punto interno all’aperto |z, zo[ |J |xo, 2| ossia
£ =x0+V(r — )

e ¥ variabile nell’aperto |0, 1].

R, =
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