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Programmazione non lineare: metodiche risolutive

METODI di PNL
|

INDIRETTI

DIRETTI

Condizioni necessarie I Sistema di vincoli I

Algoritmi

| metodi indiretti forniscono soltanto condizioni necessarie per |’ ottimo. Tali condizioni, nella forma
di sistema di equazoni e disequazoni, vengono utilizzae d fine di determinare la soluzione ottima.

| metodi diretti utilizzano di solito procedure numeriche iterative o algoritmi che operano sulla
funzione obiettivo direttamente, per ottenere la soluzione numerica In questo caso non ¢’ e una fase
intermedia di spedfica delle mndizioni per I'ottimo o meglio I'agoritmo ne tiene gia @nto
strutturalmente. Fra i metodi diretti rientrano quelli che s basano sul gradiente. Tali algoritmi, pur

presentando acuni problemi di convergenza edi acaratezzadella soluzione, vengono applicai

ampiamente per laloro semplicita.

Algoritmi del gradiente per problemi di PNL non vincolata

Il gradiente direzione

Il gradiente di una funzione vettoriale n-dimensionale differenziabile éil vettore di dimensione n:

d
Of (x) = %(ﬁ),%@,-w%&)g

Tale vettore definisce una direzone ciiamata gradiente direzione ed e la base di tutti gli algoritmi
che utilizzano I gradiente. Tale direzone sara definita direzione di discesa piu vdoce (stegoest

descent) per i problemi di minimizzazone e direzione di ascesa piu vdoce (stegest ascent) per

guelli di massmizzazone.
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Individuiamo lo stegoest descent per il problema non vincolato
min f (l()
con x vettore di dimensione n ed f(x) funzione diff erenziabile.

Scegliendo un punto di partenza abitrario xo S deve determinare un punto vicino X, + dx tale de

f(xo + dx) < f(xo). Si vuole scegliere un dx tale dhe ladifferenzaf(xo) - f(xo + dx) € massmizzaa.

Il vettore dg:[dxl,dxz,...,d)gJT descrive uno spostamento incrementale ds lungo il percorso

stegoest descent. Tale spostamento & owviamente (ds)® = (dxi )2 , 0sda:

n
1=1

1—2%@2:0

dx;
ove d—s'(i = 1,2,...,n) sono i coseni direttori dello spostamento incrementale nello spazo n-
dimensionale.

, L - . . . daf . .
Si deve scegliere i coseni direttori in modo tale dheil tas di spostamento s Siamassmizzao.

daf <& of dx . . . :
Dato che s ; a_x, BE , Il percorso stegpest descent € ottenuto risolvendo il problema

o o
@%‘;axi ds

S.a

1—2%@2:0

A tal fine s possono utili zzare i moltiplicatori di Lagrange:

X, e of dx O ¢ gﬁgE
L%’Ag_zaxi%+)\% ; ds E

Le condizioni necessarie sono:

(1) Oagrask =5 =2A—-=0 i=12...n
2 0, L=1- glg =0
() A= Z]_ dS -
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Dalle (1) s h & _1.9 i=12 he sogtituiti nella (2) d )\—+EDn Eigglz
e(l)s ads_Z)\B()Yi’l_ ,2,...,N, che sostituiti nella (2) danno =% =1E5XiDg e
quindi la
of
3) %(x)—+ axi(_) i=12..n
ds & _Dn Oof Dzﬂ/z T
E%()_()DD
:]_l:BXi Dg

Dato che il denominatore e un fattore normalizzante positivo, s vede e lo stegest descet e
definito dal vettore gradiente (numeratore). Per es s assume segno positivo nella massmizzazone

e negativo nella minimizzazone.

Algoritmo del gradiente

La (3) risolveil problemadi ottimizzazone non vincolata ma ha il problema di essere una equazone
continua rispetto x. Utilizzando sistemi di cdcolo digitale, quali sono gli attuali cdcolatori, s
adottano forme iterative. La forma iterativa per la (3) e chiamata algoritmo del gradiente. Tale

dgoritmo alla iterazone (p + 1), partendo da un punto x, 0OSO E" individua il punto

X, USO E", nedla direzone di ottimizzazone. Se riscriviamo la (3) nedla forma

n n

(g(), i =12,...,n con _

i XI

dx. = xds 3 la i-esma @mponente del gradiente normalizzao ed

interpretando ds come uno spostamento arbitrario k da dfettuare, I'agoritmo del gradiente s puo

scrivere mme:

(k>0 massimizzazione

Pl — P 4 P
(4) X x" + kUf (Z ) %<<O minimizzazione

ove (p + 1) il pas corrente eldf (x ) &il gradiente normalizzao cdcolato in xP. K non puo essre
molto grande in quanto, se lo fosse, s correrebbe il rischio di superare il valore ottimo e cominciare

un processo di oscillazone intorno ad esso senzamai raggiungerlo (vedi figura).
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X2

X1

\4

——

[

Per questo motivo bisogna individuare dcuni meccanismi per ridurre il valore k in prossmita del
valore ottimo. Si intuisce dcie cmunque k dovrebbe essre grande per punti lontani dal valore
ottimo, in modo daridurre il numero di iterazoni e quindi il tempo di cdcolo.

Vi sono molti metodi che sono stati proposti, a tal fine, come la riduzione di k ogni m iterazoni o
guando la funzione aesce anziché deaescere, ma sicuramente il modo piu efficiente, dal punto di

vista del numero di iterazoni, €'algoritmo del gradiente mn ceaemento attimo.

Algoritmo del gradiente con decremento ottimo

In tale dgoritmo s segue il procedimento del metodo del gradiente fino al punto x° per il quale s
raggiunge un minimo locde. Dato che nell’iterazone successva la funzione obiettivo crescera in
corrispondenza del vaore di x P*1 cdcolato senza variare k, viene dfettuata la determinazone
numericadi un nuovo valore di k. In praticail problema darisolvere équello di determinare il valore

1) lungo lalineax”** - x° = Of (x"). Es® s pud riscrivere mme:

ottimo di k che minimizzala f (x
H p p
min f (z( + kOf (X ))
funzione di k solamente.

of
Le oondizioni necessarie anditiche per tale problema di minimo sono &(1(” + kOf Q(”)):O.

Poiché di solito non € nota la dipendenza analiticadella funzione da k ma solo il valore della funzione
per x  fissato, a variare di k, s adottano i metodi numerici per funzioni unidimensionali, quali la
Fibonacd Search.

Questo metodo tende aridurre il numero di iterazoni anche se aimenta il tempo di cadcolo a caisa

della determinazone ottima del valore di k.
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Considerazioni sulla convergenza e sulla bonta della soluzione

Gli agoritmi fondati sul metodo del gradiente utilizzano solo informazoni locdi per convergere a
un minimo locde. Il purto d partenza quindi riveste un ruolo fondamentale. Un buon punto di
partenza equello che s trova vicino al’ ottimo, non solo perché ne permette I’ individuazone, ma
anche perché minimizzail numero di iterazoni e quindi il tempo di cacolo. Per ottenere un punto di
partenza, nel cas piu compless, s estraeil punto piu adatto da una griglia sovrapposta dla funzione.
Questa metodica viene utilizzaa soprattutto nel caso di superfici non unimodali. Nella figura
seguente e rappresentato un tipico caso in cui, dipendentemente dal punto inizide s pud cottenere

I’ ottimo o un minimo locde o addirittura non convergere.

Allo stes modo ha moltaimportanza anche il test di interruzione dell’ algoritmo. Poiché non € nota
lamisuraf (x?) - f (x ), ove x & il valore della variabile aii corrisponde I’ ottimo, & necessario
stabilire un test di interruzione dell” algoritmo che dtrimenti potrebbe cntinuare indefinitamente nelle
iterazioni. Di solito come aiterio di interruzione s stabili sce un valore € (toll eranza accetata):

P*1) < &, mentre nel caso di massmizzaione

nel caso di minimizzaone s interrompe se f (x°) - f (x
sef (x") - f (x?) < e Naturamente I'e piti picoolo accetabile dipende dall’ approssmazone di
macdina. Inoltre € grandi implicano soluzioni finai con cativa gprossmazone dell’ ottimo e tempo
di cdcolo bas. Viceversa valori piccoli di € conducono ad buona gprossmazone della soluzione
ottima ma dto tempo di cdcolo.

Un' ultima considerazone va fatta relativamente d tass d convergenza di tali algoritmi. Tale taso

uo essre cdcolato come lim F(x™)
P oo (x7)

=a, con0< ac< 1 Per accéderare il taso di convergenza

sono stati adottati svariati metodi, tra aui:
X" =xP +Kk,Of (x7) + k,0f (x77)
osga utilizzando i gradienti direzone delle ultime due iterazoni. Se k; e k, sono deaementi ottimi,

I’ algoritmo prende il nome di metodo dHll e tangenti parall ele anche noto col nome di PARTAN.
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Algoritmi del gradiente per problemi di PNL vincolata

Vi € un numero molto elevato di algoritmi che utilizzano la temica del gradiante per risolvere
problemi di PNL vincolata. Esg, in generale, possono essere suddvis in due gross grupp:

1. metodi bounday-following

2. metodi dle funzioni di penalita.

In questa sede d occuperemo dei primi. | metodi boundary-following vengono applicati a particolari
class di problemi. Tale dasse equelladei problemi di PNL vincolata in cui o lafunzione obiettivo oi
vincoli sono lineai. In questo caso s posono adottare temiche di lineaizzaZone delle equazoni o
disequazoni non lineai e poi adottare dgoritmi di affinamento della soluzione. Questi metodi
possono esere gplicai con particolari acworgimenti anche a problemi fortemente non lineai. |1
metodo ctlle direzioni amnissbhili e quello della proiezione del gradiente appartengono a questa

class di algoritmi.

M etodi boundary-following con vincoli rappresentati da diseguaglianze

Nella ottimizzazone n-dimensionale non vincolata s assume de lo spazo delle soluzioni ammissbili
sia interamente E ". Quando vengono aggiunti vincoli diseguaglianza la regione anmisshile viene
ristretta dla regione interna €o a bordo di questa regione. Scegliendo un punto di partenzainterno
alaregione di anmissbilita epossbile alottare un metodo del gradiente non vincolato ma solo fino
aquando s raggiunge il limite della regione. A questo punto sara necessario utilizzare un algoritmo
che migliori la soluzione senza uscire d di fuori della regione di ammisshilita. Si intuisce dlora e
tali algoritmi dovranno, per i punti a limite della regione di ammisshilita, effettuare un spostamento
lungo il limite steso e non piu seguendo la direzone gradiente: da do deriva il nome di metodi
boundary-following. L’approcco piu logico € quello di sostituire la direzone gradiente della
funzione obiettivo con la direzone gradiente del vincolo leso. Tale metodo € noto col nome di
hemstitching (ossa aucitrice), a caisa del percorso a agzag lungo il vincolo. Tae metodo pur
esendo di fadle implementazone purtroppo non € molto efficiente dato che sono necessarie molte
iterazioni per spostars di poco lungo il vincolo. La msa interessante e te fornisce un test di
interruzione aitomatico dato che I’ agoritmo s interrompe quando i vettori gradiente della funzione
obiettivo e del vincolo leso sono paraleli. Dato che aiche questo algoritmo utilizza informazoni

locdi, c’'e sempre la posshilita di individuare un ottimo locade e non sia ottimo globae. Questo
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pud accalere soprattutto se la funzione obiettivo o lo spazo delle soluzioni ammisshili sono non
convess. A ta fine bisognera estrarre piu punti di partenza el eseguire piu volte I’algoritmo. Una
aternativa e utilizzae un metodo di risoluzione per PNL non vincolata: se I'ottimo trovato e
al’interno della regione anmisshile questo € aiche I'ottimo per il problema vincolato. In caso
contrario bisogna portarss sul limite della regione anmissbile. Per questo s pud utilizzae |l
gradiente direzone del vincolo leso 0 una wmbinazone lineae dei gradienti direzone del vincoli
lesi. Tali metodi vengono detti esterni dato che partono da punti non ammissbili .

M etodo dle direzioni ammissbili

Tale metodo incorpora un problema di PL che a ogni iterazone determina la direzone anmissbile
piu vicina d gradiente della funzione obiettivo seguendo i vincoli ma senza uscire dalla regione di
ammisshilita. In tal senso rientrain quei metodi detti interni. Ad ogni iterazone il nuovo punto viene
individuato tramite la

(5) xPh=xP +k,d"

dove d° eil gradiente della funzione obiettivo se x” € interno alla regione anmissbile, altrimenti:

Of (x°) < 09 (x")
o )™ g ()]

Se x* e d’interno della regione anmisshile esiste qualche k, > 0 tale dhe la (5) & anmisshbile per

(6) d’ =

qualunque d°. Seinvecex’ & su un vincolo si potraindividuare tramite un algoritmo di ottimizzaione
lineare la diredone, piu vicina d gradiente della funzione obiettivo, che non lede il vincolo,

massmizzando lo spostamento nella direzione dell’ ottimo.

Il metodo pud essre redizzao iterativemente wn una particolare procedura de utilizza un
programma lineare audliario. Vediamo come funziona:
Supponiamo di dover risolvere il problema max z = f(X)
sa g(x)<0
%(x) <0
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In cui le gi(X) sono sia funzioni lineai che non. Si pud applicare la seguente procedura iterativa:

PASS0 1 - Si determina una soluzione iniziale anmissbile, sa B

PASSO 2 - Sirisolvail programmalineae an le variabili dy, dy, ..., O :

max Z = dns

of of of

sa - — d-—d,- =+ -——/—d, +d,, <0

0x, |, 0X, |, 0%, [
0g, g, g,
— | i+ d,+ - +— d +v,d,<-0,(B
axl . 1 aXZ . 2 Xn . n Vl n+1 gl( )
a9, 09, 09,
- i+ d,+ - +— d +v,d.,, <-0,(B
axl . 1 aXZ . 2 Xn . n VZ n+1 gZ( )
0 0 0

O g, B g 2 g4 <og.(B)
6x1|B 6x2|B 0l
d=<1, j=1,2,...,n+1

esendo vi (i=1,2,...,m)=0seg(x) elineae, 1 atrimenti
PASSO 3-Sed,.1=0 O x* =B, dtrimenti vai al PASSO 4
PASSO4-D=[d d, ... dy]". Si determini il valore k* (> 0) massmo che renda anmissbili i
vincoli del problemaoriginalein cui x=B + k D. Se esiste k* vai al PASSO 5
PASSO5-B=B+Kk* D. Tornare d PASSO 2
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M etodi boundary-following con vincoli rappresentati da uguaglianze

L’ applicadone delle teaiche del gradiente per problemi con vincoli uguaglianza ésimile aquella del
caso di vincoli disuguaglianza ®n I'eccerone de il percorso iterativo verso I’ ottimo deve passare
su puti che stanno sui vincoli. Chiaramente anche il punto di partenza gparterra a vincoli. In
guesto caso il problema potrebbe essere molto semplificato se dcuni dei vincoli potessero essere
utili zzai per eliminare qualche variabile. Cio s puo fare per molte funzioni non lineai e non hisogna
mal trascurare questa posshilita de permette di semplificare il problema e quindi di diminuire il
tempo di cdcolo.

M etodo della proiezione del gradiente

Tale dgoritmo e gplicao nel caso di vincoli lineai e funzione obiettivo non lineae, osga il

problema del tipo:

(4

s.a.
Ax-b=0

Per tale dgoritmo ad ogni iterazone viene individuato un nuovo punto tramite la:

© x*t = xP +k, POf (x"),

oveP =l - A" (AA)'A] & chiamata matricedi proiezione normali zzata. Tale matrice proietta il
gradiente sul sottospazo lineare definito dall’ insieme di vincoli.

Tale dgoritmo puo essre esteso al caso di vincoli di diseguaglianza
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