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Rappresentazione del numeri relativi

CodiceBCD

Prima di passare dla rappresentazone dei numeri relativi in binario vediamo un tipo di codifica de
ha una cetarilevanzain alcune gplicazoni: il codice BCD (Binary Coded Dedmal).

E un codice ®n le seguenti caratteristiche:

1. ciascuna dfradedmale eseparatamente cdificaain binario
2. ogni cifra corrisponde a4 bit

Dato un numero deamale invecedi tradurlo complessvamente viene demmposto cifra per cifra
Ognuna di tali cifre, variabili fra 0 e 9, viene fatta arrispondere a4 bit. Tale wdifica éutilizzaa in
molti cacolatori tascabili 0 in acune bilance dettroniche g in generale, in tutte le gplicazoni in cui
pud esere mnveniente una adifica interna de sia la piu vicina posshile a quella de e la
rappresentazone in cifre deamali.

Esempi
Si vuole rappresentare il numero 13%,¢ in BCD:

Dedmae | 1 3 9
BCD 0001{ 0011|1001

utilizzando in totale 12 bit (agrupp di 4).

Si vuole rappresentare il numero 3408, in BCD:

Dedmae | 3 4 0 8
BCD 0011{0100| 0000| 1000

Il numero di bit necessari per rappresentare un certo numero nel sistema binario € minore o a piu
eguale del numero di bit necessari per rappresentare lo steso numero in BCD.

Rappresentazione del numeri relativi
Fino ad ora @hiamo trattato numeri interi positivi, ma per le esigenze di cdcolo € importante saper
rappresentare numeri relativi. Esistono ameno 3 modi per rappresentare i numeri relativi:

1. rappresentazone in moduo e segno
2. rappresentazone in complemento ala base (normalmente chiamata complemento a 2
3. rappresentazone in complemento ala base diminuita (chiamata complemento a 1)

Di fatto tutti gli elaboratori (con pochissme ecceoni) utilizzano, per larappresentazone del numeri
relativi, larappresentazone in complemento a due.

Moduo e segno

E la pit fadle da intuire & & quella de ha una wrrispondenza diretta @n la nostra usuale
rappresentazone dei numeri. Noi anteponiamo a valore asluto di un numero un simbolo che
denota se s € positivo 0 negativo. Utilizziamo 2 entita: il moduo ed il segno. Ad esempio +3 e -3
hanno steso modulo (3) ma segno differente.

Tenendo presente dheil segno deve essere rappresentato in bhinario possamo fadlmente intuire come
ottenere un numero binario relativo. Stabilito il numero di bit, il bit piu significativo ha valore di

Segno:
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1. seOil segnoe +
2. selil segnoe—

E evidente dhe se utilizziamo n bit, uno verra saaificato per rappresentare il segno. Si noti che anche
in questo caso e fondamentale stabili re il numero di bit che s utili zzano.

Esempi:

Usando 4 bit: 101Qus) = segno -, modulo 010= 20 = -219)
Usando 4 bit: 011Qus) => segno +, modulo 110= 6(109) =2 60
Usando 5 hit: 1101%us = segno -, modulo 1011= 11,0 = -114g

Complemento ala base

Stabilito il numero di bit, supponiamo n, il bit pit significativo ha peso: -(2™%)

Sulla base di questa mnsiderazone possamo riscrivere quella formula die, data la sequenza di bit,
mi esprimevail valore vero del numero: Ny = - dn.g 2"+ dhp 272+ ..+ dp 2°

Data una sequenzadi bit che rappresenta un numero relativo in complemento a due pos ricavare |l
valore vero del numero sulla base dellarelazone gpena esposta.

Esempi:
N = 010cy Ny=-0x2+1x22+0x2'+1x2°=4+1=5
N =101%cy Ny=-1x2+0x2+1x2'+1x2=-8+2+1=-5

Sulla base degli esempi possamo oservare che ache nella rappresentazone in complemento a 2,
cosl come valeva per la rappresentazone in modulo e segno, il primo bit mi dice se il numero e
positivo 0 negativo, in particolare se il primo bit € 0 il numero € positivo, se il primo bit € 1 il numero
€ negativo.

Complemento dla base diminuita

Stabilito il numero di bit, supponiamo n, il bit pit significativo ha peso: -(2*-1)

Sulla base di questa mnsiderazone possamo riscrivere quella formula die, data la sequenza di bit,
mi esprimeva il valore vero del numero: Ny = - dng (2"%-1) + dpp 272+ ..+ do 2°

Data una sequenza di bit che rappresenta un numero relativo in complemento a 1 pos< ricavare |l
valore vero del numero sulla base dellarelazone gpena esposta.

Esempi:
N = 010y Ny=-0x(2-1)+1x22+0x2'+1x2°=4+1=5
N =101%cy Ny=-1x(2>1)+0x 2+ 1x2'+1x2X=-7+2+1=-4

Anche nella rappresentazone in complemento a 1 il primo bit mi dice se il humero e positivo o
negativo, in particolare se il primo bit € 0 il numero e positivo, se il primo bit € 1 il numero € non
positivo (ossa negativo o nullo).
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Calcolo dell’ opposto

Introduciamo un’ operazione unaria detta complementazione 0 negazione. Essendo il sistema binario
a due dfre (0 e 1) negare un kit vuol dire scambiare O con 1 o viceversa. La complementazone s
pud applicare atutti i bit che cmmpongono il numero.

Vediamo com'’ e possbile cdcolare I'opposto di un numero nelle tre rappresentazoni appena viste.

Moduo e segno
Basta cmplementare il bit di segno.

Esempi:

-2(10) = 101QMS) > OOlQMS) = 2(10)
+6(1o) = OllQMs) -> 111QMS) = -6(10)

Complemento dla base

Laregola che mi consente di ottenere I’opposto &
1. s complementano tutti i bit
2. a numero ottenuto s somma 1

Esempi:

5(10) = 010]((:2) - 1010+ 1= 101]((;2) =-8+2+1= -5(10)
'7(10) = 100]((:2) - 0110+ 1= 011]((;2) =3+2+1= 7(10)

Attenzione a un caso particolare:
Seil numero € negativo con tutti gli atri bit nulli non e possbile ottenere I’ opposto:

_8(10) = 1OOQC2) - 0111+ 1= 1OOQC2) - _8(10)
Vedremo che questo problema elegato all’intervallo di rappresentazione del complemento alla base.

Complemento dla base diminuita
Per ottenere |’ opposto basta complementare tutti i bit

Esempi:

5(10) = 010]((;1) > 101QCl) =-7+2= -5(10)
-4(10) = 101]((;1) -> 010Qc1) = 4(10)

Conversione di un numero relativo dalla base 10 dla base 2
Partendo da un numero deamale relativo s vuole ottenere il binario in uno dei tre tipi di
rappresentazone: modulo e segno, complemento ala base e @mplemento alla base diminuita.

Numero deamale positivo

Se il numero dedmale épositivo per il modulo e segno, il complemento a due eil complemento a
uno basta gplicare semplicemente o il metodo delle potenze o I'algoritmo per divisioni,
asscurandos cheil numero ottenuto rispetti la quantita di bit stabili ta.
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Esempi:

Usando 4 hit:
510 =2 agoritmo per divisoni = 101> 010%us) = 010%cz = 0101y
810 = dagoritmo per divisioni = 1000-> non va bene perché minvolge il bit piu significativo

Usando 5 hit:
510 = agoritmo per divisoni = 101> 0010kys = 0010%c,) = 0010%cy
80 =2 agoritmo per divisoni = 1000 0100Qus = 0100Qc; = 0100Qcy

Numero dedmale negativo

Se il numero dedmale énegativo s considerare il suo valore aluto e gplicare o il metodo delle
potenze o I'agoritmo per divisioni, asscurandos sempre de il numero ottenuto rispetti la quantita
di bit stabilita. Ricordando che il binario ottenuto € positivo, s deve cdcolare I’ opposto. Vediamo
degli esempi.

Modulo e segno
Usando 4 hit:
-510 = Sug = agoritmo per divisioni > 101> 010%ys > opposto = 1101wy
-810) = 8o = agoritmo per divisioni = 1000-> non va bene
Usando 5 hit:
-510 =2 Sug = agoritmo per divisioni = 101> 0010kyus > opposto = 1010%us
-810) 2 8o = agoritmo per divisoni = 1000-> 0100Qus > opposto = 1100Qus

Complemento alla base
Usando 4 hit:
-510 = Sug = agoritmo per divisioni > 101> 010%c;) = opposto = 101k,
-910) 2 Y10 = agoritmo per divisoni = 1001-> non va bene
Caso particolare: -81g) 2 100Qc

Usando 5 hit:
-510 =2 Suo = agoritmo per divisioni = 101-> 0010k, => opposto = 1101k,
-910) 2 Y10 = agoritmo per divisoni = 1001- 01001, = opposto = 10111,

Complemento alla base diminuita
Usando 4 hit:
-510 = Sug = agoritmo per divisioni > 101> 010%c;) = opposto = 101Qcy
-910) 2 Y10 = agoritmo per divisoni = 1001-> non va bene

Usando 5 hit:
-510 =2 Sug = agoritmo per divisioni > 101> 0010%c;) = opposto = 11010,
-910 =2 9uo = agoritmo per divisioni = 1001-> 0100%c;) = opposto = 1011Gcy

Intervallo di rappresentazione dei numeri relativi binari

Riferiamoci a numeri relativi interi: posono essere rappresentati 0 in modulo e segno o in
complemento a 2 o in complemento a 1. Vediamo nella tabella seguente i valori rappresentabili
utili zzando 4 hit. Ci attendiamo che al ogni combinazone 0/1 dei bit corrisponda un diverso valore.
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Numero dedmalerelativo] Modulo e segno | Complemento a 1| Complemento a 2
+7 0111 0111 0111
+6 0110 0110 0110
+5 0101 0101 0101
+4 0100 0100 0100
+3 0011 0011 0011
+2 0010 0010 0010
+1 0001 0001 0001
0 0000 0000 0000

1000 1111
-1 1001 1110 1111
-2 1010 1101 1110
-3 1011 1100 1101
-4 1100 1011 1100
-5 1101 1010 1011
-6 1110 1001 1010
-7 1111 1000 1001
-8 - - 1000

| numeri positivi hanno la stessa adificain tutte etre le rappresentazoni. Vediamo che in modulo e
segno vi sono due zeai 000Qus) = 100Qus), cosi come succede anche per il complemento a 1:
000Qcy = 111%cy. Ne consegue che complemento a uno e modulo e segno associano alle 2° = 16
posshili combinazoni 0/1 solo 15 numeri. Cio non giova dl’elaborazone aitomatica dove é
opportuno avere una crrispondenza biunivoca tra entita e sua rappresentazone. | numeri negativi
Sono rappresentati in forme eregole diverse seoondo il tipo di rappresentazone. Infine il numero -8
non puo esEere rappresentato in modulo e segno e in complemento a 1, utilizzando 4 bit.

Nelle rappresentazoni modulo e segno e cmplemento a 1, I'intervalo di rappresentazone e
smmetrico (da +7 a-7); nel caso del complemento a2 s vada +7 a-8. Cio faintuire il vantaggio di
utili zzare la rappresentazone in complemento alla base.

In conclusione, con n bit (n-1, n-2, ..., 1, 0) I'intervallo di rappresentazone e

complemento a 2= [-(2™), +2™*-1]
modulo e segno e omplemento a 1> [-(2™%-1), +2™-1]

Esempi:

Usando 3 hit:
Per modulo e segno e mmplemento a 1: [-(2°*-1) , +2°*-1] = [-3, 3]
Per complemento a2: [-(2°h) , +2°%-1] =[-4, 3]

Usando 8 hit:
Per modulo e segno e omplemento a 1: [-(2*%-1) , +2°™-1] =[-127, 127]
Per complemento a2: [-(2%h) , +2%%-1] =[-128 127]

Usando 6 bit:
Per modulo e segno e mmplemento a 1: [-(2°'-1) , +2°%-1] = [-31, 31]
Per complemento a2: [-(2°1) , +2%%-1] =[-32, 31]
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Vantagg del complemento adue
Chiediamoci adesso perché i cdcolatori utilizzano a loro interno la notazone in complemento a 2.

Corrisponcenza univoca fra rappresentazione binaria e numero deamale

Come abhbiamo visto primail complemento a due el’ unico sistema di rappresentazone che on n bit
esprime esattamente 2" numeri interi. E evidente il vantaggio di asciare al ogni combinazone 0/1
un valore univoco.

Semplificazione dei circuiti

Un dltro vantaggio & dhe la rappresentazone in complemento alla base semplificala redizzaZone dei
circuiti. Si supponga di essere in modulo e segno e di rappresentare in questa notazone i numeri +5 e
=5, utilizzendo 4 bit:

+5  010%us
5 110%us

supponiamo di volerli sommare: applichiamo le regole viste drcala somma del numeri binari:

0101+
1101=
001Qus

Il risultato € +2. Dove el’errore? Abbiamo applicao le regole dgebriche di somma bit a bit tra
numeri binari senzatenere cnto che il bit pit significaivo ha la funzione di segno. L’errore éstato
guello di considerare i numeri 0101 e 1101 come numeri binari asluti. In effetti se dovessmo
effettuare I'operazone wrrettamente dovremmo scorporare il primo bit dagli altri e non potremmo
applicare le regole di somma tra numeri binari opposti in segno. Dovremmmo ricordarci che la somma
tra numeri di segno opposto di fatto corrisponde dla differenza Tutti questi ragionamenti dobbiamo
farli effettuare a un elaboratore. Considerazoni analoghe valgono anche per il complemento ala
base diminuita. Consideriamo, invece la rappresentazone in complemento a due, scriviamo |l
numero +5 ed il numero -5, utilizzando 4 bit, € sommiamoli:

+5 0101+
5 101k
000Qcy

Tale somma viene 0, esattamente wme d S aspetta. In effetti in notazone cwmplemento a 2 s
possono effettuare le operazoni aritmetiche goplicando le regole usuali dell’ algebra binaria senza
dover scorporare il bit di segno. Da un punto di vista dell’architettura del cacolatore i circuiti
saranno sempre gli stess trattando tutti i bit allo stes modo e semplificando enormemente la loro
redizzazone eil costo finale dell’ elaboratore. Nel caso del modulo e segno avremmo dovuto avere
un circuito che trattava il modulo e uno che trattava il segno, e quindi il circuito sarebbe stato
complessvamente piu critico, piu comples.

Riduzione del numero d circuiti

Poiché in complemento a due i circuiti trattano tutti i bit alo stesso modo s pud ad esempio
ricondurre la sottrazone sempre a una somma. Si supponga di voler eseguire |I'operazone:
+5 - (+3). Dovremmo avere un circuito che redizzala sottrazone. In redta la sottrazone puo essre
effettuata come una somma: +5 + (-3), basta individuare |’ opposto del seaondo addendo.
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Ne onsegue de possamo eliminare il circuito che fa la sottrazone dotando gli elaboratori di un
circuito che fala somma edi uno che fa il complemento. Quest’ultimo circuito e sicuramente molto
pit semplicedel circuito che fala sottrazone.

S 010k 010+
3=|—>|001%=|->|110kE
2 0010

Da quanto visto s evince |'estrema @nvenienza nell’utilizzae dl’interno dell’ elaboratore la
rappresentazone in complemento a due.

Controllo dell’ overflow error

Avendo un rumero di bit limitato per rappresentare i valori € necessario controllare @sa succede se
I'operazone caisa la necessta di utilizzae un numero di bit superiore di quelli a disposizione.
Potrebbe generars quello che viene diamato oveflow error o oveflow di tipo aitmetico.
Supponiamo in complemento a due di voler sommare 0111 (ossa 7) ad 1 |l risultato € 1000
apparentemente giusto, ma in redta per laregola del valore vero associato a complemento ala base
il numero 1000vale —8. Questo € un errore wnnesD all’ overflow. Vediamo atri esempi.

Sian =4 e monsderiamo i numeri:

-Sug = 101kcy

+2410 = 001Qcy

lasomma e 110k 0ssa—310. | numeri esprimibili i n complemento a 2 utilizzando 4 bit sono
quelli compresi fra -8 e +7 e poiché -3 & mmpreso in tale intervallo non s ha dcuna problema.

Sempre sotto I'ipotes che sian = 4 consideriamo | numeri:

+5u9 = 010%cy

+4(10) = 010@

lasomma é 100X, 0ssa-7g. Lasommadi due numeri positivi daun numero negativo. Questa
e una situazone di overflow, infatti, il numero +9 non rientra nell’ intervallo [-8, 7].

Controllare I’ overflow error in complemento a due érelativamente semplice s ha overflow quando
gli ultimi due riporti (quello sul bit pit significativo e quello che va sul bit successvo) sono divers
fraloro (01 oppure 10).

Vediamo qualche esempio:

0010 0100 1100 1000
-5+ 101H +5+ 010K +4+ 0100 —2+ 11106-
+2= 001C= +4= 0100= 3= 1101= 7= 1001=
-3 1101 +9 1001 +1 0001 -9 0111
No owerflow Overflow No owerflow Overflow
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