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1. Introduzione

1. Introduzione

La soluzione di un’equazione di secondo grado

ar’?+br+c=0
¢ data da

b= Vb2 —4ac
n 2a ’
seb>—4ac>0ea+#0. Consideriamo ora un caso in cui b> —4ac < 0:

X

22 —4xr+13=0.

Formalmente possiamo scrivere la sua soluzione secondo la formula
generale di un’equazione di secondo grado (data sopra) come:

44++16—-4-13 4+£+/-36
B 2 B 2
Giacché il quadrato di un numero reale e sempre positivo o nullo, y* = ¢
implica ¢ > 0 Vy € R, nell’esempio specifico non puo esistere un numero
reale che elevato al quadrato sia uguale a -36. Pertanto l’equazione
2% — 4x + 13 = 0 non ammette soluzioni nel campo dei numeri reali.

Vi sono comunque problemi reali che necessitano di risolvere un’
equazione di secondo grado anche nel caso in cui il determinante sia
negativo: b?—4ac < 0. Per tanto si & ampliato I'insieme dei numeri re-
ali con il fine di ottenere un insieme numerico che includesse le soluzioni
di un’equazione di secondo grado anche nel caso di determinante nega-
tivo. Tale insieme prende il nome di insieme dei numeri Complessi
e si indica con C.

T

L’artificio che permette di ampliare il campo reali in modo da ot-
tenere i numeri complessi si basa proprio sulla possibilita di estrarre
la radice quadrata di un numero negativo. Il primo passo in tal senso
consiste nel definire una quantita i, detta unita tmmaginaria, tale che

P2 =—1.

Se si estende il campo R con 4, possiamo scrivere (riferendoci all’equazione
x? — 4z + 13 = 0 considerata sopra) che:

V=36=+v—1-36=V12-36=i-V36=i6.

Pertanto l'equazione 22 — 4z + 13 = 0 ammette due soluzioni in
campo complesso:

r=2=x3u.

Lo studente verifichi che, sostituendo x = 2 + 3¢ nel membro sinistro
dell’equazione x? —4x +13 = 0, questo sia effettivamente uguale a zero.
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2. Operazioni con i numeri complessi

1.1. Definizione di numero complesso. Un numero complesso
z € un numero la cui rappresentazione algebrica e data da

z=a-+1b

dove a,b € R ed i soddisfa la relazione i? = —1.

Il numero reale a € chiamato parte reale del numero complesso z, in
formule a = Re(z), mentre il numero reale b ¢ chiamato parte immag-
inaria del numero complesso z, b = I'm(z). Infine, come abbiamo gia
detto, ¢ € noto con il nome di unita tmmaginaria. Un numero comp-
lesso z la cui parte reale ¢ pari a zero, Re(z) = a = 0 & detto numero
immaginario e la sua rappresentazione algebrica ¢ z = i b.

Per ogni numero complesso z = a + i b, il numero complesso a — i b si
dice complesso coniugato di z e si indica con Z.

2. Operazioni con i numeri complessi

Anche per i numeri complessi e possibile definire le operazioni bi-
narie di somma e moltiplicazione. In particolare, dati due numeri com-
plessi

zZ1=a1+1bi e zg=as+iby

indicheremo con il segno + l'operazione di addizione e la definiremo
come segue:

Zl+22 = (a1+ibl)+(a2+ib2) = (a1—|—a2)+i(b1+bg).

Quindi la somma di due numeri complessi, z; e 25, € un numero com-
plesso la cui parte reale ¢ la somma delle parti reali di z; e 29 e la
sua parte immaginaria la somma delle parti immaginarie di z; e 2s.
La sottrazione (—) puo essere definita, come nel caso dei numeri reali,
come la somma fra due numeri complessi di cui uno e preso con segno
negativo:

21—22221+(—22) = (a1+ib1)—(ag+ib2) = (al—a2)+i(bl—b2).

Per quanto riguarda la moltiplicazione, questa sara indicata con il sim-
bolo - e sara definita come il prodotto di due binomi:

VAR :(al—i-ibl) -(a2+ib2) :a1a2+ia1b2+ia2b1+i2blbg:
:(al QAo — bl bQ) +i(a1 bQ—FGQ bl),

dove il termine —b, by si ottiene tenendo conto che 2 = —1. E’ facile
osservare che:

22 = (a+ib)* = (a® — b*) +2iab, che & ancora un numero complesso
e che

z-Z2=(a+1ib)-(a—ib) =a®+b? che e un numero reale positivo.
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2. Operazioni con i numeri complessi

La divisione di due numeri complessi e definita come la divisione di
due binomi:
Z1 a; + 1 b1
Z9 N as + 1 bg ’
Tuttavia, per ottenere un risultato nella forma algebrica % =A+iB
€ necessario moltiplicare numeratore e denominatore per il complesso
coniugato del denominatore. Si ha:

é _21'22 . (a1+ib1) '(ag—ibg) - (a1+ib1)-(a2—ibg) _

Z9 29+ Z9 (CLQ + ) bg) . (a2 — Zbg) (CL% + b%)
o <a1a2 +b152) n <b1a2 — b2a1)
"\ aZ "\Tavr )

2.1. Proprieta dei complessi coniugati. Come visto nell’esempio
introduttivo, la soluzione dell’equazione 22 — 4z +13 = 0 ¢ data dal nu-
mero complesso z = 2 + 3¢ e dal suo complesso coniugato z = 2 — 3.
Questo risultato non e casuale. Infatti, in generale, se un’equazione
polinomiale ammette un numero complesso come soluzione allora am-

mettera come soluzione anche il suo coniugato. Valgono le seguenti
proprieta.

TEOREMA 2.1. Siano z, 21,z € C. Allora
(1) 2= Z se e solo se z € R, ossia Im(z) = 0.
(2) 21tz =2+ %
(3) zZ1 22 = 21 - 2.

PROOF. Dimostriamo la (1). Dimostriamo prima l'implicazione di-
retta: z = Z = Im(z) = 0. Consideriamo la rappresentazione algebrica
di z=a+1bcon a,b € R. Secondo questa notazione sara z = a — 1 b.
Se 2z =2= a+1ib=a—ib che e vera se e solo se b = —b. Essendo
b € R quest’ultima equazione implica b = 0. Ricordando che, per
definizione, b = Im(z) il teorema resta provato. Si lascia allo studente
la dimostrazione dell’implicazione inversa, ossia: se z € R = z = Z.

Dimostriamo ora la proprieta (2), usando anche in questo caso la
notazione algebrica: z; = a; + ib; e 2o = as + iby. Sfruttando la
definizione precedentemente data dell’operazione di somma, abbiamo:

Z1 + 22 :(a1+a2)+z’(b1+b2):(a1+a2)—z’(b1+b2):
=(a1 —iby) + (ag —iby) = 21 + 2,

che ¢ quanto volevasi dimostrare. In modo analogo, e con la stessa
notazione possiamo dimostrare la proprieta (3):

Z1 -2 =(a1as — by be) + i (a1 by +ashy) =
:<CL1 ag9 — bl b2) —1 (a1 bg + ao bl) =

:(al — Zbl) . (CLQ — sz) = 271 : 272a
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3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso

Le proprieta appena dimostrate consentono di dimostrare il il seguente
importante teorema.

TEOREMA 2.2. Sia
A"+ ap 12" P+ fagxt+ay=0

un’equazione polinomiale nella variabile x i cui coefficienti ag, ay, ..., a,
eR. Sex=a+1ib € C e soluzione dell’equazione, allora anche il suo
complesso coniugato T = a — 1 b e soluzione dell’equazione.

PROOF. Sia z = a+ i b soluzione dell’equazione a,, " +a,_; 2" ' +
. a1z 4+ ap = 0. Essendo il membro destro pari a 0 € R anche il
membro sinistro sara un numero reale. Quindi il complesso coniugato
di ap 2™ + ap_1 2" ' + ... + ayx + ap sard anche uguale a 0 (per la
proprieta (1) dimostrata sopra). Quindi z = a + ib ¢ anche soluzione
dell’equazione:

Ap T + Q2" 1+ ...+ a2z + a9 =0.

Applicando iterativamente la proprieta (2) dimostrata sopra, questa
equazione diventa:

Up " + A1 2" 1+ ..+ T+ a9 =0,

che, tenuto conto del fatto che tuttii coefficienti a; € R e della proprieta
(3), possiamo riscrivere nel seguente modo:

A T+ ap_12" '+ .+ a1 T+ ag=0.
Infine applicando iterativamente la proprieta (3) otteniamo:
AT "+ a1 T a1 T+ ag=0.

Questa uguaglianza mostra che z = a—i b & pure soluzione dell’equazione
iniziale. U

3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso

Un numero complesso puo essere rappresentato tramite una coppia
ordinata di numeri reali (a,b) e raffigurato come un punto del piano
(x,y), dove I'asse delle ascisse (x) ¢ I’asse reale e I’asse delle ordinate (y)
I’asse immaginario. Il luogo dei punti, ossia le coppie ordinate, ottenuto
dal prodotto cartesiano X x Y prende il nome di Piano Complesso
o Piano di Argand-Gauss (Fig.1).

Un numero complesso z = a + ¢ b & rappresentato sul piano comp-
lesso dal punto di coordinate (a,b). La distanza del punto z = (a,b)
dall’origine si ottiene tramite il teorema di Pitagora:

|2 = Va2 + 02 = /(a+ib)(a—ib) =2z %

Quindi la distanza di un numero complesso z dal numero complesso
0 4+ 20 & un numero reale e prende il nome di norma o modulo del
numero complesso z.
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3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso
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FIGURE 1. Piano complesso.

Si consideri, adesso, la rappresentazione di un numero complesso
z = a + b sul piano complesso (ad esempio il punto D=(2,1) cor-
rispondente al numero complesso 2+ i 1) ed il segmento che congiunge
tale punto con l'origine degli assi. L’angolo 6 che questo segmento
forma con D'asse reale (I’ascissa) prende il nome di argomento del nu-
mero complesso. Se indichiamo con r il modulo del numero complesso
z = a+1b, per definizione di sin(f) e cos(f), risulta:
a . b
cos(f) = e sin() = -
Queste relazioni ci consentono di scrivere il numero complesso z in
funzione di r e 6:

z=a+1ib=r cos(f)+ir sin(f) = r[cos(f) + i sin(6)].

Tale rappresentazione prende il nome di rappresentazione polare
del numero complesso z. Come vedremo, la rappresentazione polare
¢ molto utile per il calcolo delle potenze e delle radici di un numero
complesso.

TEOREMA 3.1. Teorema di De Moivre.  Sia z € C e sia z =
r[cos(0) + i sin(0)] la sua rappresentazione polare. Allora ¥n € N si ha
che:

2" =1r"[cos(n @)+ i sin(n6)].

M. Tumminello e A. Consiglio 7



3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso

PRrROOF. Dimostriamo il teorema per induzione matematica. Per
n = 1 il teorema e provato, visto che la formula di 2™ si riduce alla
rappresentazione polare di z. Supponiamo che la formula sia vera per
n, quindi che 2" = r" [cos(n 6) + ¢ sin(n #)], e mostriamo che essa vale
anche per n + 1. Si ha:

2 =2 2 =" [cos(n f) + i sin(n 6)] r [cos() + i sin(f)] =
=" Lcos(n ) cos(f) — sin(n @) sin(6)-+
+ ¢ [sin(n 0) cos(0) + cos(n ) sin(0)]} =
=r"*1cos(n 6 + 0) + i sin(n 6 + 0)] =
=r" " Lcos[(n + 1) 6] + i sin[(n + 1) 6]}
U

Il teorema di De Moivre puo essere utilizzato per mostrare come
si calcoli la radice n-esima di un numero complesso. Supponiamo di
volere calcolare la radice n-esima del numero complesso w = h [cos())+
i sin(¢))]. Indichiamo con z = 7 [cos(€) + ¢ sin(#)] la ricercata radice n-
esima di w. Dovra quindi valere la relazione z" = w, da cui, sfruttando
il teorema di De Moivre, otteniamo

r" [cos(n ) + i sin(n@)] = h[cos(v)) + i sin())].

Affinché 'uguaglianza sia verificata dovra essere: " = h, cos(nf) =
cos(¥) e sin(n6) = sin(y), dacuir = hx en = p+2km, Vk € Z, ossia
Or = % + % Si dimostra facilmente che solo per £k =0,1,...,n — 1 si
ottengono radici distinte. Riassumendo, dunque, un numero complesso
w = h[cos(¥) + i sin(¢)] ammette n radici n-esime distinte:

2 2
wn = hn [cos (M) + 7 sin (M)} ,per k=0,1,...,n—1.
n

n

Esercizi 3.1

e Dato il numero complesso w = —% +1 */75, valutare w?.

e Calcolare z € C radice quarta del numero complesso w =
—2V/3 — 2i.

e Calcolare z € C radice quinta del numero complesso w =
—32.

e Calcolare z € C radice terza del numero complesso w = 8.

In calcolo delle probabilita ¢ molto utilizzata la funzione esponen-
ziale di un numero complesso. Sia z € C con z = x + iy. Si definisce
funzione esponenziale di z la seguente funzione:

z x

e® =e” [cos(y) + ¢ sin(y)] .
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3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso

In realta, questa definizione e il risultato di una dimostrazione che
utilizza la convergenza di serie di funzioni. Si osservi che e* € un nu-
mero complesso, dove e cos(y) ¢ la parte reale e e” sin(y) la parte
immaginaria. La definizione data di funzione esponenziale consente di
mantenere anche nel campo complesso tutte le proprieta della funzione
esponenziale di variabile reale. In particolare:

eAl TR — o2l p%2

Possiamo dimostrare questa proprieta direttamente, sfruttando la
definizione data di funzione esponenziale e le formule trigonometriche
di addizione. Infatti, date le rappresentazioni algebriche z; = z1 + 7y,
€ 29 = To + 1 Yo, risulta:

Proor.

e =" [cos(yr 4 y2) + 4 sin(yr 4+ y2)] =

(ricordando le formule di addizione per seno e coseno)

=112 {cos(y1) cos(y2) — sin(y1) sin(y2)+
+ ¢ [sin(y;) cos(ya) + cos(y1) sin(y2)]} =

=e™ 72 {cos(y2)[cos(y1) + 4 sin(yr )]+
+ sin(ya) [—sin(y1) + i cos(y1)]} =

=e" 72 {cos(ya)[cos(y1) + @ sin(yr)]+
+ ¢ sin(ysa) [cos(yr) + isin(yp)]} =

=et72 {[cos(ya) + i sin(yo)][cos(yr) + i sin(y;)]} =

21 z9

=e"cos(y1) + i sin(y1)] - €% [cos(ya) + 7 sin(yz)] = €™ - e

g

Si ricorda che in R si ha e” # 0, Vo € R. Si dimostra facilmente
che questa proprieta continua a valere anche in campo complesso, ossia
e # 0, Vz € C. Infatti, notando che dalla definizione di e* segue
immediatamente e = e*, possiamo calcolare il modulo quadro di e*:

) B o o
e7|° = e 67 = 7 - eF = "MW T = TTIYTTTIY — 27 5 (),

Dalla definizione di funzione esponenziale in campo complesso si de-
duce la Formula di Eulero (basta considerare un numero puramente
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3. Rappresentazione geometrica di un numero complesso

immaginario nella definizione della funzione esponenziale, ossia porre
x=0):

e'¥ =cos(y) +isin(y), VyeR
Lo studente verifichi che

e’ =1, WyeR.
Infine, ponendo y = 7 nell’espressione di €'Y si ottiene la famosa Iden-
tita di Eulero:

e™+1=0,
che mostra come le pitt importanti costanti della matematica (0, 1, e,
i, ) siano legate tra loro.

Percezione dell'identita [modifica | modifica sorgente |

Benjamin Peirce, il noto matematico e professore di Harvard del XIX secolo, dopo aver dimostrato |'identita
in una lezione, disse: "Signori, posso dirlo con certezza, & assolutamente paradossale; non possiamo
capirla, e non sappiamo che cosa significa. Ma I'abbiamo dimostrata, e quindi sappiamo che deve essere la
verita."l!] Richard Feynman chiamd la formula di Eulero (dalla quale lidentita & stata derivata) "la formula pit
straordinaria in matematica".[?) Feynman, come molti altri, trovd questa formula notevole perché collega
alcune costanti matematiche molto importanti:

o Il numero (), I'elemento neutro per l'addizione (per ogni @, @ + () = ) + @ = @)- Vedi Gruppo
(matematica) e Zero.

Il numero 1, l'elemento neutro per la moltiplicazione (perogni@, @ X 1 = 1 X a = q)- Vedi 1
(numero).

Il numero 7T & fondamentale nella trigonometria; 7T € una costante per un mondo che & euclideo, o per le
piccole scale in una geometria non euclidea (altrimenti, il rapporto fra la lunghezza della circonferenza di
un cerchio e il suo diametro non sarebbe una costante universale, cioé la stessa per tutte le
circonferenze).

Il numero € & una costante fondamentale connessa allo studio dei logaritmi in analisi (come lo studio
delle equazioni differenziali, ad esempio la soluzione della equazione differenziale dy / dr = Y con

condizione iniziale y(O) =ley = e”).

L'unita immaginaria  (dove 2'2 — —1) & una unita nei numeri complessi. Liintroduzione di questa unita
rende risolvibili nel campo dei numeri complessi tutte le equazioni polinomiali non costanti (vedi teorema
fondamentale dell'algebra).

La formula contiene una potenza irrazionale (il numero irrazionale neperiano €, elevato ad un esponente
che contiene il fattore irrazionale 7T), rara nelle formule matematiche, e collega numeri irrazionali reali (€
), irrazionali immaginari (7 . 77 ), e interi (1).

Inoltre, tutti gli operatori fondamentali dell'aritmetica sono presenti: uguaglianza, addizione, moltiplicazione e
esponenziazione. Tutte le assunzioni fondamentali dell'analisi complessa sono presenti, e gli interi 0 e 1
sono collegati al campo dei numeri complessi.

FIGURE 2. Fonte: Wikipedia 2013
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