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1. Introduzione

1. Introduzione

Nelle due figure riportate di seguito sono riportate due rette secanti
una data curva e passanti per i punti A e B. E’ interessante esprimere
le coordinate del punto B in funzione della distanza h dall’ascissa di A.
I1 punto A ¢ identificato dalle coppia ordinata (¢, f(c)). Ad esempio,
in figura 1, A = (0.50,0.45). Dalle coordinate di A possiamo imme-
diatamente ottenere le coordinate di qualsiasi punto B la cui ascissa
disti h dall’ascissa di A: B = (¢+ h, f(c+ h)). L’equazione della retta

passante per due punti A = (x4,y4) e B = (xp,yp) si scrive:
Yy—Ya _ T~ Ta

Yp —Ya T —TA
da cui, esplicitando la y, otteniamo:

Y —Ya
y=-——"—(r—za) +ya
I —TA

Questa equazione ci consente di esprimere il coefficiente angolare della
retta (che ne determina la pendenza) in funzione delle coordinate dei
due punti:

Y — Ya

m=——-—.

B —TA
Quindi, se applichiamo questa formula al calcolo del coefficiente ango-
lare della retta secante i punti A = (¢, f(¢)) e B = (¢ + h, f(c + h))

otteniamo:

_ fleth) = f(d)

= . .
Tale quantita prende il nome di rapporto incrementale della fun-
zione f in un intorno (di ampiezza h) del punto c. Se facciamo tendere

h,=0.9 151
151 S C— h, =051

-0.5
-0.54

F1GURE 1. Esempi di rette secanti una curva.

a 0 la quantita h, allora i punti A e B tenderanno a sovrapporsi e il

limite per h tendente a 0 del rapporto incrementale w, se finito,
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1. Introduzione

rappresentera il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel
punto A = B = (¢, f(c)) e verra indicato con la notazione f’(c).

1.1. Definizione di funzione derivabile e derivata. Una fun-
zione f: A — B si dice derivabile in z € A se

o F@ R — f()

esiste.
h—0 h

Se questo limite esiste, esso ¢ detto derivata di f in x e si denota con

f'().

Vediamo ora alcuni esempi di derivata di una funzione.

Esempi 1.1

e Derivata di una funzione lineare. Sia f(z) = mx +
b. Calcoliamo il limite del rapporto incrementale in un
generico punto x:

flx+h)— f(x) m-(z+h)+b—(mz+Db)

i h = firg h -
. m-h .
= lim —— = lim m = m.
h—0 h h—0

Quindi, la derivata di una funzione lineare e il coefficiente
angolare della funzione stessa.

e Derivata della funzione z2. Sia f(z) = 2% e calcoliamo
il limite del rapporto incrementale nel generico punto z:

_ 2 .2
hmf(x—i-h) f(x):li (x+h)*—z _
h—0 h, h—0 h
x4+ hP4+2hx — 22 kP4 2hz
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
=limh+2x=2zx.
h—0

Quindi la derivata della funzione f(z) = x? & una funzione
di x e, in particolare, ¢ una funzione lineare passante per
lorigine: f'(z) = 2z. In figura 2 & riportata f(x) = 2% e
la sua derivata f'(z) = 2x. Si osservi che la tangente in
A = (—1,1) ha come pendenza m = —2, che ¢ proprio il
valore che assume f’(x) in x = —1.)

In generale, se una funzione f e derivabile in ¢, la retta passante
per il punto (¢, f(c)), tangente alla funzione f, ha come coefficiente
angolare f’(c) e la sua equazione ¢ data da

y—[fle)=f(e)(x =)
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1. Introduzione

2
f(x)=x

FIGURE 2. Grafico della funzione f(x) = z? e della sua
derivata f'(z) = 2.

Si osservi inoltre che tale retta e la migliore approssimazione lineare di
f nell’intorno di c.

Esercizio 1.1
Verificare che le derivate delle funzioni f(z) = /z e g(z) = < sono,
rispettivamente:

f'() —ﬁ,
g (r) =— %

Si noti che entrambe le funzioni NON sono derivabili in 0, nonostante,
ad esempio, f(z) sia una funzione definita e continua in z = 0.
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1. Introduzione

Un altro esempio di funzione definita e continua in 0, ma ivi non
derivabile ¢ la funzione f(x) = |z|. Infatti, facendo il limite del rap-
porto incrementale in z = 0 otteniamo:

lim =0 lim ' =41
im = lim — =
h—0t h h—0+ h

.|l =0 —h

lim —— = lim — =-1
hi%lf h hi%l* h

Quindi, poiché limite destro e limite sinistro del rapporto incrementale
sono diversi, allora il limite non esiste e la funzione NON e derivabile
in  =. Si noti invece che essa lo ¢ Vo > 0 in cui f'(z) =1 e Ve <0 in
cul f'(z) = —1.

Il seguente teorema mostra che la continuita e condizione necessaria
(ma non sufficiente) alla derivabilita.

TEOREMA 1.1 (Continuita e derivibilita). Se f & una funzione
derivabile in x allora f € continua in x.

ProoF. Dalla definizione di derivata abbiamo che esiste finito il
limite del rapporto incrementale di f in un intorno di x:

. f(a:—{—h)—f(a:) /
i I A

La condizione di continuita richiede che limj,_o f(z+h) = f(zx), ovvero
che limy,_o f(x + h) — f(x) = 0. Nel nostro caso abbiamo:

. Y flx+h)— f(x)
lim f(o-+h)—f(2) = lim o= = /() lim b = /()0 =0.

Quindi limy,_¢ f(x + h) — f(z) = 0 e pertanto f ¢ continua in z. [

Come per il calcolo dei limiti, la determinazione delle derivate per
funzioni pit complesse si basa sui seguenti teoremi.

TEOREMA 1.2. Sia o € R ed f e g due funzioni deriwabili in x,
allora:

D) (f+9)(x) = fx) +g(z) = (f +9)(z) = f(x) + g'(z);
2) (- f)(x) =af(z) :>( ) (z )—af’( )
3) (f-9)(x) = f(x)-g(z (f 9)'(z) = f'(x) g(z) + f(x) g'(x);

/ )
(3) 0=
( ! )’ () = {@uE[@d @)
g

g(z)? ’
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1. Introduzione

PROOF. La dimostrazione delle regole (1) e (2) ¢ lasciata per eser-
cizio. Dimostriamo la (3). Si consideri il limite del rapporto incremen-
tale di f - g nel punto x:

@ Byt b) = [@)ge)
h—0 h N

i J o+ Wga 1) = £+ W)g(a) + o+ Wgla) — Fogla) _
h—0 h

o £ Wlg(@ ) = 9] + [F e+ b) — f@)lgla) _
h—0 h

i f(o g D) —0@)] | [ k) — ()]

h—0 h h g(x) B

=f(z)g'(x) + f'(x) g().

Poiché la regola (4) puo essere vista come un caso particolare della (5),
in cui si ponga f(z) = 1, dimostriamo solo la (5). Anche in questo
caso, calcoliamo il limite del rapporto incrementale:

fla+h) _ f(=)

lim g(z+h) g(»)

= (facendo il minimo comune multiplo)

h—0 h

i L6 1)g(0) = @)yl +h) _

h—0 hg(z+h)g(z)

o f o+ Rgle) = F)gle) + f@)gla) — f@lgla+h)

h—0 hg(x+ h)g(x)
o 9G4 ) — f)] ~ [ola +h) — g@)]f () _

h—0 hg(x+ h)g(x)
0 G = f@] oot —g@)] )
=i o R {9( ) h h f )}
_f'(@)g(x) - f(x) g'(z)

[9(x)]?

g

Utilizzando la regola di derivazione del prodotto, si puo dimostrare
che Vn € N\ {0}:

n—1

p(z) = 2™ ha come derivata p'(z) = nx

PROOF. Per la dimostrazione si puo procedere per induzione matem-
atica. Abbiamo gia visto che

p(z) = x ha come derivata p/(z) =1- 2" =1-2" = 1.
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2. Notazione di Lagrange, notazione di Leibniz e derivate successive

Supponiamo la formula vera per n (ipotesi induttiva):

p(x) = 2" ha come derivata p'(z) = n !

e dimostriamola per n + 1. Abbiamo

p(z) =2 = 2"

Sfruttando la regola di derivazione del prodotto di due funzioni (nel
nostro caso f(x) =z e g(x) = z™) e 'ipotesi induttiva, otteniamo:
pr)=1-2"4+z-(n-2"H=1-2"+n-2" = (n+1)2"
O

Utilizzando la regola (4) per funzioni reciproche, si puo dimostrare
che la regola appena vista vale anche nel caso in cui ’esponente sia un
numero negativo:

p(x) = 7" ha come derivata p'(z) = —n2z "t = —p =",

Esercizio 1.2

Si dimostri la regola appena vista in due modi diversi: 1) per
induzione matematica e 2) sfruttando la regola (4) e la regola sopra
dimostrata per la derivata di p(x) = 2™ con n positivo.

2. Notazione di Lagrange, notazione di Leibniz e derivate
successive

Finora abbiamo utilizzato la notazione di Lagrange per indicare la
derivata di una funzione. Un’altra notazione molto usata ¢ la notazione
introdotta da Leibniz che rende esplicita la variabile rispetto alla quale
una funzione y viene derivata:

d
YW e y e funzione di z,

dx
dy
— se y e funzione di t,
dt Y
eccetera. Cosi, se y = 23, scriveremo
dy
-~ =327,
dx
mentre, se y = t% scriveremo:
d 2
W__pps_ 2
dt t3
o0, ancora, se y = /z allora
dy 1

dz 2z
La notazione con la doppia d puo essere usata come prefisso dell’espressione
che deve essere derivata. Ad esempio:
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3. Derivazione delle funzioni composte

d 2 . d  , B
%(x—Q) =2(zx—2); oppure%(t +2t—1)=2t+2

Nella notazione di Leibniz, ad esempio, alcune delle regole di derivazione
gia viste si scrivono:

L 1f@) + 9@)] = () + gl = D 4,

d 1 -1 d 1 dg
—l ]: s -9(@) == —.
dr [g(x)]  [9(z)]* dx 9% dx
Come osservato in procedenza, quando si deriva una funzione si ot-
tiene una nuova funzione. Quest’ultima puo essere a sua volta derivata
cosl da ottenere la derivata seconda. Derivando ancora si ottiene la
derivata terza, e cosi via. Nella notazione di Lagrange, se f(z) = 4 2°
si ha:
fl(x) =202 f'(x)=80z% f"(x)=24022 [W(x)=480z;
O (x) = 480 e, per n > 6, fin)(x) = 0.

Nella notazione di Leibniz si osserva che se y ¢ funzione di z allora
B yappresenta la (funzione) derivata prima. La derivata seconda &

(C:igta da
d [dy] d%
Iterando, otteniamo che la derivata n-esima ¢ denotata da
d"y
dan

3. Derivazione delle funzioni composte

Vedremo adesso come derivare funzioni composte. In simboli una
funzione composta ¢ data da

(fog) (@)= flg(@)].

Si noti che nella definizione di una funzione composta 1’ordine con cui
compaiono le funzioni f e g ¢ importante: (fog)(z) = flg(z)] #
glf(@)]=(gof) ()

Un teorema, che non dimostreremo, afferma che (nella notazione di
Lagrange)

(fog) (z) = flg(x)] - g'(x).
Enunciamo ora lo stesso teorema con la notazione di Leibniz. Se y
e funzione di u, y(u), e, a sua volta, u & una funzione di z, u(x),
la funzione composta y(u(x)) puo essere derivata rispetto ad = come
segue:
dy dy du

dr  du dx’
M. Tumminello e A. Consiglio 9




3. Derivazione delle funzioni composte

Quindi la derivata di y rispetto ad x si ottiene moltiplicando la derivata
di y rispetto ad u calcolata nel punto u = u(x) per la derivata della
funzione u(x) nel punto x. Questa formula ¢ nota anche come chain
rule.

Esempio 3.1

La chain rule puo essere utilizzata per dimostrare che la regola di
derivazione delle potenze puo essere estesa al caso in cui I’esponente
della potenza sia un qualsiasi numero razionale:

p(z) =29 = p'(z) =qz?" conq= @,‘v’m,n €Z,n#0.
n

Per la dimostrazione, innanzitutto scriviamo p(z) in termine degli

interi m ed n: "
m 1
p(x) =9 =xn = <I5> .

Poniamo ora y = T Applicando la regola di derivazione delle
funzioni composte a p(y(z)) = (y(x))™ otteniamo:

oy o do
b dy dx
dp _

La funzione p(y) ¢ una potenza con esponente intero, quindi Iy

my™ 1. Resta da determinare %' Abbiamo posto y = zw. Allora
x = y". Derivando ambo i membri della eguaglianza precedente
risulta:

dl’ n—1 dy
—=n —.
dx 4 dx
Poiché Z—z = 1, dalla precedente equazione possiamo ricavare g—i:
dy dy 1
l=ny" ' = & L=——.
Y o der nyr!
Quindi
p/( ) d_p @ — m—1 1 _ E m—1l-n+1 _ m ymfn —
dy dx ny»1 n
m m m—n m m
= —(gj%)m_n = — 13 n = —Qjﬁ_l —ql'q_l,
n n
Esempio 3.2

Si determini la derivata della funzione

1\ 2
yz(:p—l——> .
T

Possiamo sviluppare il quadrato e procedere con le regole di
derivazione gia apprese, oopure, preferibilmente utilizzare la regola
di derivazione delle funzioni composte. Iniziamo da quest’ultima,
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3. Derivazione delle funzioni composte

considerando la funzione composta y(t(x)), con y(t) = t? e t(z) =
z + 1. Abbiamo:

dy dt dt 1 1 1
)= 0 o (1- =) =2 N (1-=) =
yi) dt dz dx ( x2) (x+x) ( :EQ)

=2(@—z '+t —a?)=2(x—27?).

Vediamo ora che si puo ottenere lo stesso risultato svolgendo prima
il quadrato e poi derivando:

1\ 2
y:<x+—) =24+ 42za =242+ 2.
T

Allora:

y(z)=2x—-203=2(x—2?).
In questo esercizio, potrebbe sembrare che svolgere i quadrati sia
piu semplice che utilizzare la chain rule e per certi versi lo e davvero.
Si provi pero ad immaginare di voler derivare:

1\4
()
Con la chain rule otteniamo immediatamente:
y'(z) =4 ($+1)4 1 (1—i) =4 (:1:4—1)3 (1—i).
x x? x x?

Si provi ora a sviluppare la quarta potenza del binomio e poi
derivare.

Esercizio 3.1

Si determini attraverso la regola di derivazione delle funzioni
composte la derivata delle seguenti funzioni:

y=(2"-1)ey= (32" —2x+5)>

M. Tumminello e A. Consiglio 11



4. Derivata di funzioni esponenziali, logaritmiche e trigonometriche

4. Derivata di funzioni esponenziali, logaritmiche e
trigonometriche

4.1. Derivata delle funzioni sin(z), cos(x), tan(z) e cot(zx).
Calcoliamo la derivata di sin(z) derivata risolvendo il limite del rap-
porto incrementale:

sin(x 4+ h) — sin(x)

g ) = fiy T
. sin(x) cos(h) + sin(h) cos(z) — sin(x)
= lim =
h—0 h
o cos(h) —1 sin(h)
= }1}3{1} SIH(SB)T + ;lll_% cos(x) N = 0+ 1 cos(x).
Quindi:
e sin(x) = cos(z).

Lo studente dimostri, in maniera analoga, che:

. cos(x) = —sin(z).

Note le derivate delle funzioni sin(z) e cos(x) possiamo facilmente cal-
sin(x)
cos(x)’

colare la derivata di tan(z) = sfruttando la regola di derivazione

del rapporto tra funzioni:

a an(z) — d sin(z) _ cos(x) cos(z) — (—sin(z)sin(x))
dz ' (=) dx {cos(x)} cos(x)
cos?(z) + sin®(z)

1
= = 1+ tan?(x).
cos?(x) cos?(x)’ oppure, 1 + tan”(z)

Allo stesso modo, lo studente calcoli
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4. Derivata di funzioni esponenziali, logaritmiche e trigonometriche

4.2. Derivata della funzione logaritmo. Stimiamo la derivata
della funzione In(x) calcolando il limite del rapporto incrementale:

. In(z+h)—In(x) . In (’“"I—h) B
(@) = Jimy 7 = lim — = =
"
=1imlln(1+ﬁ):1imln (1—|—ﬁ) ]:
h—0 h, x h—0 €T
xT l €T
il i
= limIn (1—1-@) ] :limlln <1+ﬁ> ]:
h—0 x h—0 I T
1 h\ b h
= —limln (1 + —) ] = (posto t = _> —
T h—0 x x

1 1
== Pr% In [(1 + t)%] = (per uno dei limiti notevoli studiati) =
€T t—

1 1
T n<€) T

Quindi la derivata della funzione In(z) é:
d 1

—1 =—.
dx n(z) x
4.3. Derivata della funzione esponenziale. Calcoliamo la derivata

della funzione e* come limite del rapporto incrementale.

. ) w—l—h_eaz . exeh_ex ) xeh_l
—e*=lim———=lim —— = lime =
d.fE h—0 h h—0 h h—0 h,
eh—1
=" }llim = (per uno dei limiti notevoli studiati) =
—0
=e". 1 =¢"

Quindi la derivata della funzione e” e la funzione stessa:
d

@em =e".
Si lascia allo studente di dimostrare che
%ax = a” In(a).
Suggerimento: si utilizzi la relazione che lega a® ad e®, a® = e ™(@)
e si sfrutti la regola di derivazione delle funzioni composte. Lo stesso
approccio si utilizza per calcolare la derivata della seguente funzione, in

cui si assume che f(z) e g(x) siano entrambe derivabili e che f(x) > 0:

d d d
- 9(x) _ = p9(@)log[f(z)] _ 9(z)log[f(z)] —
@) e ‘ Lyl gl ()]

dx
=t NI g/ () log[ f ()] + g<x>§/<(f>)
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5. Derivata della funzione inversa

5. Derivata della funzione inversa

Si consideri una funzione f(z) biettiva e la sua funzione inversa
f~Yy). Supponiamo che la funzione f sia derivabile in x e indichiamo
con f'(x) la sua derivata. Possiamo calcolare la derivata della funzione
inversa f~! nel punto y = f(x) sfruttando la regola di derivazione
delle funzioni composte. Infatti, per definizione di funzione inversa,
abbiamo:

Deriviamo ambo i membri di questa uguaglianza rispetto ad z e sfrut-
tiamo la regola di derivazione delle funzioni composte:

d, . 4 d ., df d .y o
GUTeN@=gr=1 e o =1 e L) =1

Da questa equazione possiamo ricavare di f~1. Infatti
y

1

d ., 1
&' T @y

Ricordando che z(y) = f~!(y), otteniamo:

Ao 1

dy f'@(y)

Possiamo usare la regola di derivazione delle funzioni inverse per
calcolare, ad esempio, la derivata della funzione In(y) come derivata
della funzione inversa di y = e*. Abbiamo gia visto che %e‘” = e”.

Allora:

Esercizio 5.1
Disegnare il grafico della derivata di ciascuna delle funzioni disegnate
di seguito.
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5. Derivata della funzione inversa

y y
2, 2) )
1‘——
x x
—_—
-1
(-2, -2)
y y
(-2, 2) 2,2
x x
2

FIGURE 3. Grafico delle funzioni relative all’esercizio 5.1.

Esercizio 5.2
Derivare le seguenti funzioni:

(1> f((E) - 171295

(2) f(z)=(1+2x)
(3) f(2) = (a° = aT0)
(@) f@)= (& + %)
(5) f(z) = (= —4%
(6) f(t) = (5
(7) f(z) = (z — 2® + 2°)*
(8) f(t) = (t —t°)°
(9) £(t) = (¢~ +172)"
(10) f(z) = (5%43)
(11) f(z) = (32)"
(12) f(x)=[2x+1)*+ (x + 1)??
(13) f(z) = (14 3)"

M. Tumminello e A. Consiglio
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5. Derivata della funzione inversa

Esercizio 5.3
Derivare le seguenti funzioni

(1) y = cos®t
(2) y = sin’t

(3) y =3t*tant
(4) y = sin*(V/u)
(5) y = tan(z?)
(6) y = cos(v/x)

Esercizio 5.4
Calcolare la derivata % delle seguenti funzioni composte:
(1)y—1+1u2, =2x+1;
(2) y—u—l—— u-(Sx—i—l)
(3) y= = (522 ~|— 1)
W y=u—u+1 u=

1+a:

Esercizio 5.5
Calcolare la derlvata 7 delle seguenti funzioni composte:

() y=-% u=2>+1,2=2t-5

1+u?>
2 y=1+uv*u=5% 0=>5t+2
Esercizio 5.6
Determinare la derivata seconda 4 delle seguenti funzioni:
(1) y =sinzx
(2) y =cosz
(3) v =15
(4) y = tan3(2 7 x)
(5) y = cos®(2x)
(6) y = cos(y/x)
(7) y = sin®(3 )
(8) y = cot(4x)
(9) y = 2% sin(3 )
(10) y = el
(11) y = cos?(x) + sin?(x)
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5. Derivata della funzione inversa

Esercizio 5.7
Calcolare le seguenti derivate di ordine superiore al primo:

(1) L (sinx)
2 %(COS x)

w

ot

N N N /N /N
» =~
— — — — —

RIS

=

-~
o o+
2]
=
—
w
S
S~—

Esercizio 5.8
Determinare la funzione y = f(x) tale che:

(1) o/(z) =423 — 2> +4x
(2) y(@)=2—5+3
(3) y'(2) =5a' + 5

(4) y'(x) =42° = 2 —2
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