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Ripasso delle matematiche elementari: esercizi svolti




Capitolo 1

Equazioni e disequazioni
algebriche

1 Esercizi su equazioni e polinomi di secondo grado

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

1 1
1 1 2
Z 1 _
x o 2
1 1 1 1
b — = R
() x+1 x—2 3—x+x+2 [z € R]
)
N 2 15 13
©) 243  2X2_ - 0. {]
91 x—1 z+3 4
z—3
Svolgimento
(a) Per ogni z #0,1,1 si ha
1 1
14+ = z
—|—x:m+2
1 1 1
z v 2
r+1 2zx+1
l—z 2z-1

(x4+1)2x—1)=2z+1)(1 — x)

3
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Quindi le soluzioni dell’equazione sono +5=.

(b) Per ogni x # —2,—1,2,3 si ha
1 1 1 1

:L’—l—l_ac—Q 3—x+x+2

-3 5

(x+1)(z—-2) (B—x)(z+2)

-3B8—-z)(x+2)=5(z+1)(z—2)

202 —2x +8=0

22 —x+4=0
1++/-15

r1,2 = — /33: cR.

2

Quindi ’equazione non ammette soluzioni reali.

(c) Per ogni x # £3,1 si ha

9 5
4 +x—1_:1:+3:
24
r—3
20+ 1

z+3 x+2 15

— =0
2$—2+x—1 x+3
r—3

20 +1 -3 T+ 2 15

1321 "o=1 243 "

4z% — 25z + 39 _ 0
2z +3)(x —1)
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42 — 252+ 39 =0

T2 =

25+ 1 { 3 non accettabile
— 9 13
8 3,

Quindi la soluzione dell’equazione & %.

Esercizio 2.

(a) Dato il polinomio P(z) = #2+ax+b, con a,b € R, risolvere I'equazione P(x) = 0
-1++5

sapendo che P(1) =1e P(—1) = —1. 5

(b) Dato il polinomio P(x) = 2? + ax + b, con a,b € R, determinare il segno del
polinomio P(z) al variare di a e b sapendo che P(1) =0.
b=1 = P(z)>0, VzelR
b<l = P(z)>0, Ve<b,xz>1
>0,

b>1 = P(z) Ve<1l,z>0b

(c¢) Siano a,b € R tali che a +b = ¢q, ¢ € R dato. Determinare per quali valori di a e

b il prodotto p = a - b € massimo. {a == g]

(d) Siano a,b > 0 tali che a-b = p, p dato. Determinare per quali valori di a e b la

somma ¢ = a + b & minima. {a —b= \/ipﬂ

(e) Quante sono le soluzioni intere positive dell’equazione x? — y? = 60? Quante sono

quelle intere? [2; 8]

Svolgimento

(a) Essendo P(1) =1e P(—1) = —1, si ha che
{a—i—b:() {azl
=
—a+b=-2 b= —1.

Quindi si ha che P(z) = 22 + 2 — 1 e le soluzioni dell’equazione P(x) = 0 sono

-1+45

T12 =
2
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(b) Essendo P(1) = 0 si ha che a+b = —1, ossia b= —1 —a. Dette z1 = 1 e xg le

radici del polinomio P(x), si ha che

r1+ T2 = —a
= 22=-1—a=0b
129 = b
Se b < 1, allora il segno di P(z) e
b 1
+ | - | +

Quindi P(z) > 0 per ogni x € (—o0,b] U [1,+00).
Se b =1, allora P(z) = (z — 1)2 > 0 per ogni « € R.

Se b > 1, allora il segno di P(z) ¢

_|_
il

il IS

Quindi P(z) > 0 per ogni x € (—o0, 1] U [b, +00).

a+b=gq
ab = p.

Quindi a e b sono le soluzioni dell’equazione

Cerchiamo a, b € R tali che

22 —qr+p=0.

. . . . . N 2
Questa equazione ammette soluzioni reali se e solo se ¢ — 4p > 0, cioe se p < %.

Quindi il massimo valore di p e % e si ottiene per a = b = 1.
Alternativamente, si ha che
(a+b)? = (a—b)? + 4ab.
Quindi essendo a + b= q e ab = p si ha
¢* — (a—b)?

q2:(a—b)2+4p = p= 1
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Quindi p & massimo se (a — b)? & minimo, cioe per a — b = 0. Pertanto si ha che il

2
massimo valore di p e qz e si ottiene per a = b =1

2.
{a—i—b:q
ab = p.

Quindi a e b sono le soluzioni dell’equazione

Cerchiamo a,b € R tali che

2?2 —qr+p=0.

Questa equazione ammette soluzioni reali se e solo se g —4p > 0. Essendo p,q > 0
essa ammette due soluzioni reali se ¢ > 2,/p. Quindi il minimo valore di q ¢ 2,/p

e si ottiene per a = b = \@p%

Alternativamente, si ha che

(a+b)? = (a — b)? + 4ab.
Quindi essendoa+b=¢g>0eab=p > 0si ha
P =(@-b>+4p = q=,/(a—b)2+4p.

Quindi ¢ & minimo se (a — b)? & minimo, cio¢ per a — b = 0. Pertanto si ha che il

minimo valore di g ¢ 2,/p e si ottiene per a = b = \/ﬁp%.

r+y=a
xr—y=n>o

Quindi 22 — y? = 60 equivale a ab = 60. Se cerchiamo soluzioni x,y € N allora,

Poniamo

0 < b < a. Le coppie di numeri naturali (a,b) tali che ab = 60 sono:

(60,1), (30,2), (20,3), (15,4), (12,5), (10,6).

__ atb
rT="3
__a—b
Y= "3

e dovendo essere x,y € N, si ha che a e b devono essere entrambi pari. Quindi si

Essendo

ottengono (30,2) e (10,6). Pertanto i numeri z,y € N cercati sono

r =16 r=2_8
y =14, y=2.
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Se z,y € N sono tali che 22 — y? = 60, allora anche £z, +y risolvono la stessa
equazione e appartengono a Z. Pertanto avendo in precedenza determinato due
coppie distinte di soluzioni intere positive, si ha che le soluzioni intere dell’equazione

z? — 4% = 60 sono 8.
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2 Esercizi sulle equazioni di grado superiore al secondo

Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni:

() 2 — 52 + 62 + 4a® — 2422 + 162 + 32 = 0 (15 2; 1+ V5]
1
b) 2284324 -2=0 {j:]
) 7
1 3xr—2

= R

(¢) 3$+x—1 — 1 [Az € R]
1 2
d -3=0 1; 2
(d) (2x—3)4+(2x—3)2 11;:2]
z+2\* x4+ 2\2 )
(e) <x—4> 3(95—4) +36=0 {,2,7, 0]
Svolgimento

(a) Siha che x = —1 & una soluzione dell’equazione. Infatti, posto

P(z) = 2% — 52° + 62" + 42® — 242® + 162 + 32 = 0,

si ha che P(—1) = 0. Procedendo con la regola di Ruffini, si ottiene

1 -5 6 4 —24 16 32

-1 -1 6 —-12 8 16 |—32
1 -6 12 =8 =16 32| 0

Quindi si ha che
P(z) = 25525 +621 +423— 242 +162+32 = (2+1) (2% — 621 +1223 —822 —162+32).

Si ha che x = 2 & un’altra soluzione dell’equazione. Infatti, P(2) = 0. Procedendo

con la regola di Ruffini, si ottiene
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1 -6 12 -8 —-16| 32

2 2 -8 8 0]—-32
1 -4 4 0 -16| O

Quindi si ha che

2® — 621 4+ 1223 — 822 — 162 + 32 = (z — 2)(z! — 423 + 42 — 16).
Ne segue che
P(x) = 2% 525 +621+423 — 2422 +162+32 = (x+1)(2°—62* +1223 —822 —162+32) =

= (x4 1)(z — 2)(z* — 423 + 42° — 16).

Osserviamo che
ot —4gd +42? — 16 =22 (2 —dx4+4) - 16 =22 (z — 2)2 — 16 =

= [z(x —2) —4][z(zr — 2) + 4] = (2® — 2z — 4)(2® — 22 + 4).

Quindi si ha che
P(z) = 252" + 62" +423 - 2422 +162+32 = (z+1)(z—2) (2> —22—4) (2> —22+4).

Si ha che
2++2
Tozlj:\/g,

1‘2*2$*4:0 — T12=

2++/-—16
x2—2x+4:0 - xl,ng /EIGR

Quindi le soluzioni dell’equazione P(x) = 0 sono —1,2,1 4 +/5.

L’equazione 228 + 32* — 2 = 0 & di secondo grado in z*. Si ha che

B B 9
25 430 —2=0 = (2f) = 34 V25 3i5:{
1,2 4 4

1
5

4 _ 4_1

—2 non ha soluzioni reali mentre z 5 ammette come soluzioni
+-L . Quindi le soluzioni dell’equazione sono +-i-.
e Q 4 K]

L’equazione x
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(c) Per x # 1 si ha
S + 1 3r — 2
€T =
z—1 z—1
3r(r—1)+1 3z -2
r—1 oz —1
32° =3z +1=3z—2
322 —6x+3=0
3(z—1)*>=0 = 2 =1 non accettabile.
Quindi ’equazione non ammette soluzioni reali.
(d) Posto t = m, I'equazione
1 2
-3=0
2 —3)F " (20 —3)?
diventa
-2+ /16 —2+4 -3
242t -3=0 = tip= — -
' 2 2
1.
L’equazione (2xi3)2 = —3 non ammette soluzioni reali, mentre ’equazione
L 1 = 1 +1 = 2 3=41 —
—_— = xr — = xr =
(2x — 3)2 2 — 3
Quindi le soluzioni dell’equazione sono 1, 2.
2
(e) Postot = (i—fi) , 'equazione
x4+ 2\* A
—-13 36 =0
(1) s() -
diventa
13++v25 1345 4
213t +36=0 = t1o= = =
' 2 2 9.
Si ha che )
x+2 T+ 2
(az — 4) T —4
L’equazione "”'Z = —2 ha soluzione 2; I'equazione LJFQ = 2 ha soluzione 10.
Inoltre, si ha che )
T+ 2 T+ 2
(93 — 4) T —4
L’equazione x+i —3 ha soluzione 2 3; 'equazione 7 L‘*'Q = 3 ha soluzione 7. Quindi

le soluzioni dell’equazione sono 2, 2 3, 7,10.
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3 Esercizi sulle disequazioni razionali

Esercizio. Risolvere le seguenti disequazioni:

r—1 r+1 2

S -1 1
(a) . +$_1<3 Py P [r<—-1,0<z<1,z>3]
1
(b) (1422 —22)(1 - 6x)(6x —22) <0 {$<0,6<1:<6,:c7£1]
z(r—4) <12
(c) z(2x —1)+3 >4z [—2<x<1,;<x<6]
22+ > 1.
Svolgimento
(a)
r—1 z+1 2
< e —
x x—1 z(zr —1)
r—1 x+1 2
— — <0
x x—1 z(zx —1)
(x—1)2+x($+1)—3x(x—1)+2<0
z(x—1)
x2—2x+1+x2+x—3x2+3$+2<0
z(x—1)
—2? + 2z +3
— <0
z(r—1)
2?2 — 21 -3
— > 0.
z(x—1) ~

Studiamo il segno del numeratore. Si ha che

22 -22-3=0 = T12 =

2416 2+4 [-1
2 2 3

Lo schema del segno del numeratore ¢ il seguente
-1

+

Tt e W

Lo schema del segno del denominatore ¢ il seguente
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. .
A
Lo schema del segno della frazione ¢ il seguente
-1 0 1 3
L e e e e
numeratore + % + % — % + % +
denominatore + — - — +
frazione + — + - +

Quindi si ha che
2 —2x —3
xz(zx —1)

Ne segue che la soluzione della disequazione &: x < —1, 0 <z <1, x > 3.

>0 = zz<-1,0<z<]l,z>3.

(b) La disequazione diventa (z — 1)?(6z — 1)[z(z — 6)] < 0. Lo schema del segno dei

singoli fattori e del polinomio ¢ il seguente:

0 1/6 1 6
I oS S
(z —1)? + + + + +
6z —1 - — + + +
(- 126z — D[z(z—6)] — | + | — 1 — | ¥

Quindi si ha che
1
(x —1)%(62 — D[z(z —6)] <0 = 2z<0, 6<x<6,x7£1.

Ne segue che la soluzione della disequazione e: x < 0, % <x<6,x#1.

(¢) Risolviamo separatamente le singole disequazioni del sistema:
z(zx—4) <12
x(2r —1)+3>4x
2?2+ x> —1.
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Si ha che

r(z—4) <12 = 2% —4r-12<0.
Si ha che

2 —dr—-12=0 =— T12 =

4+464 4+8 |2
2 2 e

Lo schema del segno di #? — 4z — 12 ¢ il seguente

—2

e
@
|
!
!
|
|

+

T e O

Quindi la soluzione della disequazione z(x —4) < 12 ¢ —2 < z < 6. Graficamente

si ha
-2 6
> ®
Si ha che
(2 —1)+3>4r = 22> —5x+3>0.
Si ha che

541 1
2~732_5~T‘|‘3:0 — .231,2::{3
i.

Lo schema del segno di 222 — 5z + 3 ¢ il seguente

+
il B

Quindi la soluzione della disequazione z(2x — 1) +3 >4z ¢ 2 <1, 2 > 3. Grafi-

camente si ha
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3/2
b

-0 - @ —

Si ha che

P2?4r>-1 = 224z2z+1>0 = VzeR.

Quindi lo schema grafico del sistema di disequazioni ¢ il seguente

—2 1 3/2 6

L e e e
(o —4) <12 b b
2z —1)+3 > 4z x ® o x
sistema 43—3; &‘3—91)

Ne segue che la soluzione del sistema ¢ —2 < x <1, % <z <6.
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4 Esercizi sulle equazioni e disequazioni irrazionali

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

(a) Vz+z=6 [4]

(b) Vr—1—-2yz+6=-5 {15, 10-

(c) V2+a23—z=1 —3j;\/ﬁ:

(d) \/x—1+\/%:\/%. o> 1]
Svolgimento

(a) Si ha che equazione \/x + x = 6 & equivalente al sistema

6—x>0 <6 z<6
e 9 ——
VT=6—2x z=(6-1) 22— 132 +36 =0

r <6

r <6
== = 4 = z=4
x172:13:|:2\/ﬁ:13§|:5 5131,2:{9

Quindi la soluzione ¢ z = 4.

(b) L’equazione vx — 1 —2y/x 4+ 6 = —5 ¢ equivalente al sistema

{2Mx+6—5>0 2V +62=>5
e 2
VZ—1=2/2F6-5 r-1=(2/z+6-5)
{4(x+6)225 {$Z}L
=
xr—1=4(zx+6)+25—-20/x+6 20v/x 4+ 6 = 3x + 50
le x>1
— { 4 — { — 4
400(z + 6) = (3z + 50)2 400z + 2400 = 922 + 300z + 2500
1
x>% ZBZZ
{91‘2 — 100z 4+ 100 = 0 1,9 = S0EYL600 — 5040 {190

Quindi le soluzioni dell’equazione sono = = % e x = 10.
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(¢) L’equazione v/2 + 13—z = 1 si puo scrivere come v/2 + 23 = x+1 ed & equivalente
a

2+2° = (x+1)>°

2+ﬂ§3:l'3—|—3l'2—|—3l'+1

-3+ v21

302 43 —-1=0 = T12 = :

Quindi le soluzioni dell’equazione sono = = % V2l

(d) Si ha che

1 T
Vo —1 _
v +\/a:—l Vo —1

(\/m)2+1 -
Ji—1  Jz-1

Vi—1 V-1

e questa equazione ¢ sempre verificata, purche z > 1. Quindi le soluzioni dell’equazione

sono tutti i numeri reali z > 1.

Esercizio 2. Risolvere le seguenti disequazioni:

1+41 ]

(a) z—1<+Va?—4x+3 [—Jr23§x<1,x>\@
1-v/1 1++/10]

(b) V2x+3>+V4a22 -2 -6 [20<x<—1,2<x<+20
5 ]

() Vr+2<+V6—x—+b—=x {2§x<15\/55
1 1 1

_w d
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Svolgimento

(a) La disequazione x — 1 < Va3 — 4x + 3 ha per soluzione 1'unione delle soluzioni dei
due sistemi

UEREY o [rorz0
(51) 2 —dr +3>0, (52) (z— 1) <ad— 4z +3.

Consideriamo inizialmente il sistema (.S7). Si ha che
z—1<0 <1

(51) 3 e 2
x° —4x+3 >0, (x —1)(z*+2—3) > 0.

Si ha che
—-1++13

QZ2+$—3:0 — T1,2 = B

Lo schema del segno del polinomio 2® — 4z + 3 = (x — 1)(2? + 2 — 3) ¢ il seguente

_ V1341 1 V13-1
2 2
—_—————
z—1 S e N S R
2 +z-3 S I
23 —4x +3 A A I

Lo schema grafico del sistema (57) & il seguente

_ V1341 1 V13-1
2 2
—_————————
r—1<0 % ? i
23 —4xr+3>0 +—+ +7
(1) b 3

Quindi la soluzione del sistema (S7) & —@ <z <L

Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che

r—1>0 r—1>0
of -

(r—12%<a®—4z+3 23— —-22+2>0
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r—1>0
(x —1)(z? —2) > 0.
Lo schema del segno del polinomio z3 — 2?2 — 2z +2 = (z — 1)(22 — 2) @ il seguente

—V2 1 V2

-1 - - e 4+ I+
o e e
23— 2 — 2 +2 -~ e + e — e

Lo schema grafico del sistema (S2) e il seguente

_\/§+1 V2 1 V13—1 V2

2
S R S
22— =22 4+2>0 o—0 o—
(52 b

Quindi la soluzione del sistema (S2) & z > /2. Ne segue che la soluzione della

disequazione e —@ <z<l,z>V2

(b) La disequazione v/2z + 3 > V422 — 2z — 6 & equivalente al sistema
20 4+3 >0
4a° — 20 —6>0
2x 43 > 4z% — 2z — 6.

Quindi si ha
x> —%

422 — 22 — 6 >0
4r? — 42 —9 < 0.
Studiamo il segno del polinomio 422 — 2z — 6. Si ha che

1+v25 1+5 [—1
4 4

4o? — 22 —6=0 = 9= ,
5.
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Quindi

42 —22-6>0 — x<-1,z>

N W

Studiamo il segno del polinomio 422 — 4z — 9. Si ha che

2410 24210 1£V10

4 —4r —9=0 = 19

4 4 2
Quindi
472 —4r —9<0 = 1_2\/ﬁ<$<1+2\/ﬁ
Allora si ha che
20 +3>0 xz—%
422 - 22 —6>0 — r< -1, >3
dp? — 42 -9 <0 1—%/ﬁ<x<1+%/ﬁ.

Osserviamo che

—_
|
ﬁ
o
—_
[J[eM
—_
+
ﬁ
o

422 — 22— 6 >0

20 4+32>0 J‘a

4z — 4 -9 <0
sistema 6‘3—‘6 ‘b—&‘s
Quindi la soluzione della disequazione ¢ 1_§/E <r<-1, % <z< 1+§/E

(¢) La disequazione vz + 2 < /6 —x — /5 — = & equivalente al sistema

z+2>0
6—xz>0
5—x >0

r+2< (\/6—x—\/5—x>2.
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Quindi si ha

T > —2
z <6 —2<z<5H
=
x<5 22?2 —11lx +30 < 9 — 3z
z+2<11 -2z —2Vz? — 11z + 30
—2<z<5 —-2<x <5
4(x? — 11z + 30) < 922 — 542 + 81 522 — 10x — 39 > 0.

Studiamo il segno del polinomio 522 — 10z — 39. Si ha che

522 — 102 —39=0 = 1x12=

5+ v220 2

Quindi
) 2 2
5x©—10x —39>0 — x<1—g\/55,x>1+g\/55.

Allora si ha che

z+2>0
6-22>0 —2<z<5
S5—z2=0 {x<1—§\/55,$>1+§\/55.

2
r+2< <\/6—:r;—\/5—x)
Lo schema grafico del sistema ¢ il seguente

-2 1-2V55 5 14255

20 <5 ——+ |
522 — 10z — 39 > 0 g 0 | b—r
sistema o i i

Quindi la soluzione della disequuazione ¢ —2 <z < 1 — %\/ 55.

(d) Si ha che
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Studiamo il segno del numeratore. Si ha che

x>0 z>0
x—\/mz() — M§x — 4—122>0 — 22 <4
4 — g2 < g2 22 > 4

z>0 z>0
— {-2<z<2 = { -—2<z<2 = V2<z<2

2> 2 r< V2, 1>2

Studiamo il segno del denominatore. Si ha che

V/i-22>0 = {x>0 — {x>0 — O<z<2
4—22>0 —2<x<?2

Quindi lo schema grafico del segno della frazione &

—2 0 V2 2
numeratore — i — i. +
denominatore — + +
frazione + l — ; +

Quindi la soluzione della disequazione ¢ —2 < z <0, V2 <z < 2.
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5 Esercizi sulle equazioni e disequazioni con il valore asso-
luto

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

(@) Jo—1[=1—|z] 0 <z <]

(®) x—1i-1:|$|4—1 [Ae € R]

© O 3
Svolgimento

(a) La soluzione dell’equazione |z — 1| = 1 — |z| & data dall’'unione delle soluzioni dei

r—1>0 r—1<0
(51){ (52){

x—1=1—|z, r—1=|z|—1.

sistemi

Consideriamo inizialmente il sistema (,S7). Si ha che
r—1>0 rz>1 z>1
(S1) = = = z=1.
r—1=1—|z| x| =2—2 r=2—=x
Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che
r—1<0 z<l1 r<l1
(S2) = = = 0<z<Ll
r—1=|z|-1 x| =z x>0

Quindi la soluzione dell’equazione € 0 < z < 1.

(b) La soluzione dell’equazione
1 4

ﬂ:+1:]m|—1

¢ data dall’'unione delle soluzioni dei sistemi

z>0 z <0
(51){ 1 4 (Sz){ r 4
r+1 z—-1’

r+1 r+1
Consideriamo inizialmente il sistema (S1). Si ha che

x>0 x>0 x>0
(Sl){ 1 4 = { 1 4 _, = Br-5

r+1 z-1 (x+1)(x—1)

z+1 r—1
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5

x>0
3

Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che

x>0
(52){ 1 4 — AreR.
xr+1 xz+1

Quindi ’equazione non ammette soluzioni.

(¢) La soluzione dell’equazione

3z+1 T
2 +1 ||

¢ data dall’unione delle soluzioni dei sistemi

x>0 x<0
1
()4 341 (52){ Brl .,
vl +1 2+ 1
Consideriamo inizialmente il sistema (S7). Si ha che
x>0 z>0
(S Bz4l o = 3e+1-3Va?+1
IE2 + 1 $2 + 1 -
x>0 z >0
f— fr—
3r+1-3Va2+1=0 3Wat+1=3zx+1
4
— 922 +1)=Bz+1)? = T=3
Quindi la soluzione del sistema (S7) & = = 3.
Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che
<0 <0
(52){ 3z +1 13-0 = 3x—|—1—|—3\/$2—|—1_0
132 + 1 $2 + 1 -

z <0 z <0
e e
3x+1+3vVa2+1=0 3Vt +1=-3z-1

z <0 xz <0

= ({-3z-12>0 — {z<-3 = BreR
_ 4
9(x?+1) = (3z +1)? =13

Quindi il sistema (.S2) non ammette soluzioni. Ne segue che la soluzione dell’equazione

o — 4
exr=3.
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Esercizio 2. Risolvere le seguenti disequazioni:

(@) 1—|1—2%>0 [—\@<$<0,0<x<\f2}
(b) 1—|x|—1‘>0 [2<2<0,0<z<2
(c) l—i-]x—l]S’l—\x—i—l]‘ [z > 1]

@ Ve[ =1 2 +3 [Vx§—7+\/ﬁ]

Vaz —1 x|+ 1

Svolgimento
(a) La disequazione 1 — |1 — 22| > 0 si pud scrivere come
-2 <1
ed € equivalente al sistema
{1—:1:2<1 {x2>0 {337&0
— —
1—2%> -1 z? <2 —V2<z<V2
— —V2<z<0,0<z<V2

Quindi la soluzione della disequazione ¢ —v2 <z <0, 0 < z < /2.

(b) La disequazione 1 — ||z| — 1‘ > 0 si pud scrivere come

]m\—1’<1
ed ¢ equivalente al sistema
lz] —1<1 |z| <2 —2<z<2
f— f—
|| —1>—1 |z| >0 x#0
= 2<z<0,0<z<?2.

Quindi la soluzione della disequazione ¢ —2 < x < 0, 0 < x < 2.
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()

La disequazione 1 + |z — 1| < ‘1 — |z +1]

si puo scivere come

’1—|x+1|‘21+\x—1\.

Le soluzioni sono date dall’unione delle soluzioni dei sistemi
l1—|z+1/<0 1—|z+1/>0
(S (S
-]z +1] < —-1—|z—1], l—|z+1]>1+]|z—1]

Consideriamo inizialmente il sistema (S7). Si ha che

( {1—|x+1|<0 {|x+1|>1

I—|z4+1[ < -1~ |z —1] |z +1| > |z — 1] +2

r< =2, x>0
|z + 1] > |z — 1|+ 2.

Se x < —2, allora la disequazione |x + 1| > |z — 1| + 2 diventa
—zr—-1>-z+14+2 = AreckR.
Se x > 0, allora la disequazione |z + 1| > |z — 1| + 2 diventa
z+1>z—-14+42 = [z—-1<z—-1 = zx>1
Quindi la soluzione del sistema (S7) € x > 1.
Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che

1—]z+1/>0 lz+1] <1
(S = = AzreR.

I—jz+1] <1+ |z —1] |z — 1] < —|z + 1]
Quindi il sistema (S2) non ammette soluzioni. Ne segue che la soluzione della

disequazione e = > 1.

La soluzione della disequazione

Vi =1 S z+3
Va2 —1 ~ |z|+1

¢ data dall’unione delle soluzioni dei sistemi

x <0 x>0

(S1) Vor—1_ z+3 (S2) \/ﬁ>x+3

2—1  1—-2’ 21 z+1
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Consideriamo inizialmente il sistema (S1). Si ha che

<0 <0
(S1) \/—x—1>x+3 = V—z—1 >x+3
2—-1 " 1l-x ViCz—1D)(1—-2)  1-=z

>0

r<l1 r<l1
— { 1 _$+3>0 == {m-:v—3
l—2x 1—-2 1—x
z<l1
{\/EZH&
Consideriamo la disequazione /1 —2 > x + 3 per x < 1. La soluzione ¢ data

dall’unione delle soluzioni dei sistemi
{ r+3<0 { r+3>0

<1 1—a> (z+3)>
Si ha che
r+3<0
= < -3,
r <1
r+3>0 x> -3 > -3
> >
1—2> (x+3)? 2+ 7z +8 <0 ST < g < STV

essendo J_T\E < =3,
= 3<z<

Quindi la soluzione della disequazione /1 —x > x + 3 ¢ data da x < _7+T‘/ﬁ Ne

segue che la soluzione del sistema (S7) ¢ x < #ﬁ

Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che

x>0 x>0
(S2) § Vr—1 Lrt3 = Vo —1 >a:+3
22—-1" z+1 (—1)(z+1)  z+1

>0

z>1 x>1
— { 1 T +3 == {\/m—:r—S
_ >0
vVe+1 T+ 1 x+1
z>1
ve+1>xz+ 3.
Consideriamo la disequazione v/x +1 > x + 3 per z > 1. La soluzione ¢ data da
r+1>(2+3)? = 2°+52+8<0 = JzcR

Quindi il sistema (S2) non ammette soluzione. Ne segue che la soluzione della

disequazione ¢ z < _7% VT
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Capitolo 11

Equazioni e disequazioni
trascendenti

1 Esercizi su equazioni e disequazioni logaritmiche

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

(a) logz = log (2% — 2) 2]

(b) log(z — 1) +log (22 + 3) = log (¢ — 1) |7 € R]

(¢) 3(logz —1) — (loga — 1)5 —2=0. 7]
Svolgimento

(a) L’equazione logz = log (2 — 2) & equivalente al sistema

x>0 x>0 z>2

2-2>0 = r<V2, x2>V2 = Vs 143 {_1
1’172:7:7:

r=x%-2 22—x—2=0 ? ? 2.

Quindi la soluzione dell’equazione & z = 2.

(b) L’equazione log (x — 1) + log (22 + 3) = log (z? — 1) & equivalente al sistema

r—1>0
r>1
24+3>0
- r< -1, z>1
z2—-1>0

r—1)@?+3)=(22-1
log [(z — 1)(z? + 3)] = log (2% — 1) ( )@= +3) = )

29
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z>1 z>1
e e
{(a:—l)(:c2+3)—(x—1)(x+1):O {(x—l)(x2—x+2):o
z>1
= { . = AreR.

Quindi ’equazione non ammette soluzioni.

(¢) Posto t =logx — 1, 'equazione

Wl

3(logx —1) — (logx —1)3 —2=0

diventa
3t—13 —2=0
Vt=3t—2
t=(3t—2)3
27t% — 54t* + 35t — 8 = 0.

Si ha che 27t3 — 542 + 35t — 8 = (t — 1)(27t% — 27t + 8). Quindi
2717 — 54t +35t —8 =0 = t=1.

Ne segue che

x>0 9
loge —1=1 = logz=2 =— = z=ce".
r=e?
Quindi la soluzione dell’equazione ¢ x = 2.
Esercizio 2. Risolvere le seguenti disequazioni:
6
(a) logg (64 5x) >0 [—5 <z < —1]
(b)  2log (z —3) —log (3z — 1) > log (1 4 z?) [Az € R]
35 35
(c) 10g(\/36—x2—x)>log(\/1+$2—m) 5 <e<y\3

T 3 5 |
(d) logm<3)>0 |:1<.%'<2,2<$<2,$>3-
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Svolgimento

(a) Poiche 2 < 1, si ha che la disequazione log s (6 + 5x) > 0 ¢ equivalente al sistema

6+5x >0 g;>—g 6
e - —— << -1
6+5x <1 5

Quindi la soluzione della disequazione & —g <x<-—1.

(b) La disequazione 2log (z — 3) — log (3z — 1) > log (1 + 22) & equivalente al sistema

z—3>0
z>3
3z —1>0 )
CL’>§
1+22>0 = (z— 3)?
xr— 2
(z — 3)? 5 ———>1+z
log —— > log (1 3z —1
0g o > log (1 + z%) x
>3 ) ) >3
= —3)2—(1 3z —1 =
(x=3) ?fxff)(x )20 (z—32—(1+22)@3z—1)>0

r >3 r >3
e e 9
323 — 2224+ 92— 10 < 0 (x—=1)Bz"+2+10) <0
T >3

T <1

Quindi la disequazione non ammette soluzioni.

(¢) La disequazione log (\/ 36 — 22 — x) > log (\/ 1422 — JJ) ¢ equivalente al sistema

V36—22—2>0 36 —22>2x
Vi+22—2>0 = Vi+z2 >z

V36 —22 —z>V1+a2—x 36 — 22 > 14 22

36 —22>2 36 —x2 >z 36 —22>x

= Vi+z >z == Vi+z2>z — V1i+a2 >z

36 — 22 > 14 22 z? <2 —/ 2 <x <,/

Si ha che le soluzioni della disequazione v/36 — %2 > x sono date dall’'unione delle

x <0 x>0
36 — 22 >0, 36 — 22 > 22

soluzioni dei sistemi



32 Capitolo II Equazioni e disequazioni trascendenti

Si ha che
<0 <0
z? < 36 —6<x<6
z>0 x>0
{ - — { = 0<ux<3V2
2 < 18 -3V2 <2 <3V2
Quindi

6—22>1 = —-6<x<3V2

Inoltre si ha che

1+z22>2 = Vzxelk
Poiche —6 < —\/32—5 < 1/375 < 3v/2, si ha che

36 —22>2

—6<x<3V2
Vi+z2 >z — { = = = —1/3?5<z<1/§.
E<a< B VEsTsya

2 2

Quindi la soluzione della disequazione & —\/% <z < \/%.

(d) La soluzione della disequazione log s>——-5(5) > 0 & data dall'unione delle
soluzioni dei sistemi

5>0 >0

222 — Tz +6>0 222 — Tz +6>0
(51) (S2)

V22 —Tr+6 <1 V22 —Tx+6>1

5 <1, 5> 1

Consideriamo inizialmente il sistema (S7). Si ha che

5>0 x>0
O<x<3
222 —Tr +6 >0 222 —Tx+6>0 5
(S1) — — T<3, x>2
V212 —Tr+6<1 22 —Tr+5<1
l<z<32
g<1 T <3

3 5
= l<zr< o, 2<r< .

2 2

Quindi la soluzione del sistema (S1) ¢ 1 <z < %, 2<z< g
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Consideriamo ora il sistema (S2). Si ha che

3>0
202 —Tr+6>0 z >3 z >3
(52) 2 2 = 2

V22 —Tx+6>1 204 —Te+6>1 20 —Tr+5>0
3>1

x> 3

5 = T > 3.
.’E<1,ﬂ§‘>§

Quindi la soluzione del sistema (S2) € z > 3. Ne segue che la soluzione della

disequazione ¢ 1 < x < %, 2<z < %, z > 3.
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2 Esercizi su equazioni e disequazioni esponenziali

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

(a) 2e** —6e” +3=0 [log (3 j:;/ﬁ)]

(b) 5'F=25.5""1 [—1; 0]
(¢) 2—e"+2\/ler — 1| =0. [log (4 +2v2)]
Svolgimento

(a) Posto t = e* 'equazione 2e2* — 6e® + 3 = 0 diventa

3++3

—-6t+3=0 = t12 = 5

Quindi si ha

3:|:

Quindi le soluzioni dell’equazione sono = = log

. _ 20
(b) L’equazione 5!7% = 25 . 5% ~1 si puo scrivere come

-1

sloz — 52+l o ] _p—g241 — 113172:{0

Quindi le soluzioni dell’equazione sono z = —1, 0.

(¢) L’equazione 2 — e* 4+ 2¢/|e* — 1| = 0 si puo scrivere come

2y/|e* — 1] =¢€* -2

ed & equivalente al sistema

er—2>0 x > log2
2
4le* — 1] = (e* = 2) 4e® — 4 = e — 4e” + 4

x > log2
—
22 _ Qe 48 =0.
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Posto t = € si ha che 'equazione e?* — 8¢® + 8 = 0 diventa
2 —8t+8=0 = t1o=442V2
Quindi si ha
¢*=1-2/2 = az=log(41-2V2)
L =44+2V2 — leog(4+2\f2).

Ne segue che

{x>log2 {wElog?

€20 _ 8e 4 8 = () x:log(zlj:Qﬂ) — leog(4+2*/§)‘

Quindi la soluzione dell’equazione ¢ x = log (4 + 2\/5)

Esercizio 2. Risolvere le seguenti disequazioni:

(a) % <3 {log (3 - 2@) <z <log (3 + 2\/5)}

(b) 321 < gha?-a-l [x < —% , T > 0]

(¢) V%> (V)" 1<z <4
Svolgimento

(a) Siha che
2
8250 + 1
2e*

<3

-3<0

€2 — Ge” + 1
—_— <

Sor 0 = ¥ —6"+1<0.

Posto t = €” si ha
2—6t+1<0 = 3-2V/2<t<3+2V2
Quindi si ha che
3-2V2<e” <3+2V2 = log(3-2v2) <z <log(3+2v2).

Ne segue che la soluzione della disequazione ¢ log (3 — 2\/5) <z < log (3 + 2\@)
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(b) Poiche 3 > 1 si ha che
32l ogtete-l 9y J e g1 = 422-32>0

3
== a:<0,a:>1.

Quindi la soluzione della disequazione ¢ x < 0, = > %.

(¢) La disequazione zV® > (/)" si pud scrivere come
Vv > (m%)x
Ve > 227

Le soluzioni sono date dall’unione delle soluzioni dei sistemi
O<xr<l1 rz>1
1 1
Vi < g, Vi > 3%

Si ha che

1
\/:E§§x r<qw 22 — 4z >0
<<l
— Az e R,
r<0, z>4
r =1 r =1 x>1
1 - 1 -
\/52533 3621:':2 x2 —4x <0
z>1
0<xr <4

Quindi la soluzione della disequazione ¢ 1 < z < 4.

Osservazione. Si puo procedere anche nel seguente modo: essendo Ve = eVrlogz,

(Vz)" = evloeve = 271987 3 disequazione diventa eVZ108® > 37198 che implica
1 1
\/Elogxzimlogx = \/E—ix logz > 0
la cui soluzione ¢ data dall’unione delle soluzioni dei due sistemi
O<xr<l1 r>1
Va — 32 <0, VZ—32>0

che sono proprio quelli che si ottenevano con il metodo precedente.
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3 Esercizi su equazioni e disequazioni trigonometriche

Esercizio 1. Risolvere le seguenti equazioni:

3
(a) cos’z—sinz—1=0 {xzkﬂ,$:(—1)k2ﬂ'—|—k‘ﬂ',Vk€Z]
. 1
(b) 2cosz —sinx —2=0. {m = 2km, © = 2kmw — 2 arctan 2 Vk € Z]
Svolgimento
(a) Poiche cos?x = 1 — sin? z, si ha che I'equazione cos?z — sinz — 1 = 0 diventa
sinz +sing =0 == sinz(sinz+1)=0 = sinz =0, sinz=—1.

Si ha che

sinx =0 =— xz=kr, Vkel,
3
sing =-1 = x:(—l)k§7r+k:7r, Vk € Z.

Quindi le soluzioni dell’equazione sono x = km, x = (—1)* %ﬂ + kn \Vk € Z.

(b) Poiche
2tan §

1—tan2%
5 1+ tan? %’

2
14 tan 5

cosx = sinx =

posto t = tan 7, si ha che I'equazione 2cosz — sinz — 2 = 0 diventa

11— 2t
—————-2=0
1+t2 1+¢2
22t2+t_0 IR
1+t 27
Si ha che
1 1 1
tang:—i == g:—arctani—i—k‘w == xz—2arctan§+2k‘7r, Vk e Z

tan%zO — %:lm — =2, VkelZ

Quindi le soluzioni dell’equazione sono x = 2knw, x = 2km — 2 arctan %, Vk € 7.
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Esercizio 2. Risolvere le seguenti disequazioni:

2
(a) sin:z:>\é§ E+2k7r<x<37r+2k7r,Vk€Z

2 1 2 )
[—W+3k7r<x<7r+3k7r,Vk€Z

9 3
3
(¢) sinz(sinz +cosz) <0, con 7 <x<mT {—Zga:go,élnggw
2 si 1
(d) %>O, con —m < x < 27.
(2 + sinz)?
<z < > 7I-< <7 11 <xr<?2
— T< —=T, —— << =T, —T T
" 6" 6 6" 6
Svolgimento

(a) Graficamente la disequazione sinz > § si puo rappresentare nell’intervallo [0, 27]

come

5

Fig. a: Grafici di y =sinz, y = %2 e della soluzione nell'intervallo [0, 27].

Quindi nell’intervallo [0, 27] la soluzione ¢ § < z < %7‘(. Ne segue che la soluzione

complessiva ¢ § + 2km <z < %71’ + 2km , Vk € 7.
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(b) Posto t = 3z — % la disequazione cos (3z — §) > —1 diventa
t>—=
cos 5

che si puo rappresentare nell’intervallo [—m, 7] come

Fig. b: Grafici di y = cosx, y = —% e della soluzione nell’intervallo [—7, 7].

Quindi nell’intervallo [—, 7] la soluzione di cost > —% & =27 <t < 27. Ne segue
che la soluzione complessiva e —%77 + 2k <t < %7‘(’ + 2km, Vk € Z. Quindi si ha
che

2 1 2
+§k‘7r<x<f7r—l—§k:7r,Vk€Z.

2 2
—§7T+2k‘71'<31‘—z<*77'+2k‘71' — _r 3

3 3 9

Quindi la soluzione della disequazione ¢ —3 + %k‘w <z < %71' + %lmr, Vk € Z.

(¢) Consideriamo la disequazione sin z(sinz + cosz) < 0 con —7 < z < 7. Si ha che

sint >0 — 0<ax<m

sinx +cosx >0 =— sinx > —cosx

che si puo rappresentare nell’intervallo [—7, 7] come
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1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Fig. c: Grafici di y = sinz, y = — cosz e della soluzione di sinz > —cosz in [—m, 7).

<z <

LM

Quindi sinz > —cosz in [—m, 7] se — .

ISR

Lo schema grafico del segno di sin z(sinx + cosx) &

- —I 0 %7’1’ T
— & ——— 00—
sinx > — i — ‘b + i + e
| | |
sinz + cos + o + 1+ e -
| | |
| | |
sin z(sinz + cos ) > -+ :o — :o + :o — e
Quindi la soluzione della disequazione ¢ —% <z <0, %77 <z<nm
(d) Consideriamo la disequazione
2sinx + 1
7.4_ 0, con — 7 <z <27.
(2 4 sinx)?
Poiche —1 < sinx < 1, & equivalente a
. . 1
2sinz+1>0 — sma:>—§

che si puo rappresentare nell’intervallo [—7, 27] come
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Quindi la soluzione della disequazione ¢ —7 < = < —%ﬂ, —

T < 2.

1.0+
0.8+

0.6+

0.2+

—

\/



