Ottimizzazione Fuzzy e programmazione matematica
Ing. Valerio Lacagnna

Introdu zione
L’andlis e la modellazone di qualunque fenomeno o proces rede deve tenere @nto del fattore

incertezza In molti cas tale incertezzanon é dovuta a aeadorieta ma adelle impredsioni il cui
trattamento formale non pud essere redizzao nell’ ambito della teoria matematica del cacolo delle

probabilita. Tale impredsione pud essre data da:

ambiguita, I'asociazone di significati divers ad uno stes© oggetto (ad es. ospite ésia mlui che
ospita sia @lui che viene ospitato);

generalita, I'applicazone di un unico simbolo o significato ad una molteplicita di oggetti (es. piano
vuol dire piatto, fadle, agevole, sommesso, adagio, ma anche programma, pianoforte, superficie);
vaghezza, non predso discernimento di un insieme di oggetti a aii il Smbolo & aciato (es. una

variabile pit 0 meno uguele a otto).

Si noti che tutte le impredsioni citate e la vaghezzaposono essre viste mwme un effetto del
linguaggio naturale usato dagli uomini. Nel 1965Zadeh forni i primi strumenti, ossagli insemi fuzzy

(o fuzzy set), per gestire soprattutto I'impredsione dovuta avaghezza

Definizioni di base
In matematica gli insiemi sono utilizzai per rappresentare formalmente un concetto. Per esempio i

“numeri interi piu grandi di 4 e piu picooli di 12° posono essre rappresentati dall’insieme
A={5,6,7,8,9,10,11} o ddla funzione aratteristica ¢p»: X = {0,1}, dove la X & I'universo dei
discors (I'insieme del numeri interi) elada(X) = 0 se xOA.

Nel caso di rappresentazone di concetti vaghi sorgono alcune difficolta ad esempio rappresentare
con un inseme e quindi una funzione caatteristica i numeri pit 0 meno uguai ad 8 non € sl
semplice non potendo individuare una ben definita separazone fra gli elementi che gpartengono
al’inseme equelli che non vi appartengono. Zadeh suggeri di rimpiazzae la funzione caatteristica

con lafunzione di appatenenza:

Ha: X = [0,1] che ascia a ogni elemento dell’ universo X il suo gradodi appartenenza dl’insieme
fuzzy A, appartenente d’intervallo [0,1]. Quindi pa(X) = 0 vuol dire che xOA, pa(X) = 1 vuol dire
che xOA, mentre 0 < pa(X) < 1 indica de x appartiene parzialmente o in modo fuzzy ad A.

Per esempio s puo utilizzare una funzione di appartenenzadel tipo:
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Ha(X) 4
1

\4

Si noti che la funzione di appartenenza ein effetti discreta, anche se qui € rappresentata in modo
continuo. Inoltre la forma dellafunzione ésoggettiva.

Facdamo un dtro esempio. Si consderi I'inseme delle rose @ntenute in un giardino e |l
sottoinsieme delle rose rosse. Alcune rose goparterranno atale sottoinsieme n certezza e @wanno
valore della funzione di appartenenzapari a 1, altre non vi apparterranno affatto con un valore pari a
0 (ad esempio le rose gidle) e dtre aicora invece a&ranno una @mponente di colore ros che
tendera d valore 1 della funzione di appartenenza quanto pit tale wlore @vicino al ros puro. E
chiaro che I'appartenenza fuzzy al’inseme delle rose rose e del tutto soggettivo e riflette un
ordinamento dell’ universo rispetto a predicato vago.

Formalmente diamo la seguente definizione:

un insieme fuzzy A in un universo del discorso X = {x}, A O X, e definito da un’insieme di coppie

A ={ (UA(X),X)}, XOX, dove pa: X = [0,1] e la funzione di appartenenzadi A e pa(X) € ciamato
grado di appartenenzadi xJX, in A.

Generalmente, per brevita, I'inseme fuzzy viene fatto coincidere @n la funzione di appartenenza
parlando indifferentemente di “ insieme fuzzy A caratterizzao dalla funzione di appartenenza pia (X)”

o di “inseme fuzzy pa(X)”. Inoltre la mppia (K (X),X) viene denotata an pa (X)/X.

Si puo introdurre la seguente notazone:

A=pa (X)X + ...+ Pa(Xn)/Xn = z HA(X)/X ,dove|X|=n
1=1

A :luA(x) / x, quando X & un continuo

e"“+" e“2” sono utilizzai nel senso della teoria degli insiemi.
Per esempio I'insieme fuzzy A=0.1/5+ 0.3/6 + 0.8/7 + /8 + 0.8/9 + 0.3/10+ 0.1/11.
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Si definisce suppato di uninseme fuzzy A O X, I'insieme suppA = { xOX: pa(x) > 0}.

Ad esempio se X = {2,4,6,8,10} ed A = 0.2/2 + 0.1/4 + 0/6 + 0/8 + 0.3/10il suppA = {2,4,10}.

Si definiscel’insiemedi livello a (a-cut) di uninseme A O X, I'inseme Aq = { XX : pa(x) > a}.

Ad esempio se X ={1,3,5,7,9} ed A=0/1+ 0.6/3+ 0.7/5+ 0.9/7 + 1/9 dllora Ays = {3,5,7,9}.
Si noti che supporto e a-cut sono insemi convenzionali ossa non fuzzy.

Si definiscel’ altezza di uninsieme fuzzy A O X, il valore hgt(A) = suppla (X).

XOX
Ad esempio se X ={1,2,3,45} ed A=0.3/1+ 0.5/2 + 0.6/3 + 1/4 + 0/5 dlora hgt(A) = 1. L’ dtezza
indica in pratica la posshilita di trovare in X ameno un elemento che wpre il predicao A
esattamente.

Gli insiemi fuzzy sono dei veri e propri insieme equindi la teoria degli insiemi viene a ese gplicaa
senza dcun problema.

Gli insiemi fuzzy A, B O X, sono detti egudi, scrivendo A = B, s pa(X) = Us (X), per ogni xOX.

Tale definizione sembra in contrasto con il carattere soft del fuzzy. Infatti Bandler e Kohout (1980
introdussero un grado d eguadianza suggerendo alcuni indici per misurarla.

Si dice del’insgeme fuzzy A e sottoinsieme o contenuto nell’insieme B, scrivendo A B, s® pa(X)
< Ms(X), , per ogni xOX. Anche in questo caso gli stess autori introdussero un grado di

contenimento e dcuni indici per misurarlo.

Operazioni e loro proprieta

Dati gli insemi fuzzy A, B O X, vengono definite le seguenti operazoni:
unione: Maos(X) = Ha(X) O us(X) per ogni XX
intersezione: Mans(X) = Ha(X) O us(X) per ogni XX

dove“[I e“[I hanno il significao di massmo e minimo rispettivamente.

Esempio. Se X ={1,2,3,4,5}, A=0.2/1+ 0.4/2+ 0.2/3+ 0.5/4+ 0.8/5eB=0.3/1+ 0.6/2+ 1/3 +
0.1/4 + 0/5, dlora

AOB=0.3/1+0.6/2+ 1/3+0.5/4+0.8/5

AnB=0.2/1+0.4/2+0.2/13+0.1/4 + 0/5

Graficamente I’ unione el’ intersezone posono essere rappresentati nelle due figure
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v

Unione Intersezone

Il complemento di un insieme fuzzy A 0 X, e definito come:
M (%) = 1 - pa(X) per ogni xOOX

Esempio: se X ={1,2,3,4} ed A=0.8/1+ 0.6/2 + 0.3/3 + 0.1/4 dlorail complemento di A &
0.2/1+0.4/2 + 0.7/3 + 0.9/4.

Graficamente la ammplementazone erappresentatain questo modo:

Ly

M (%) Ua(X)

Relazioni fuzzy
Il concetto di relazone giocaun ruolo chiave in matematica Questo e vero anche nel caso fuzzy.

Dati due univers (non fuzzy) X e 'Y, unarelazone (binaria) fuzzy R € un insieme fuzzy nel prodotto
catesano X x :

R={ (Mr(XY)/ (y.¥) }, per ogni (x,y) L X x Y

Il grado di appartenenza pr(Xy) pud esere @nsiderato una stima del valore della forza della
relazonefraxey.

Esempio. Se X = {Giovanni, Paolo, Michele} e Y = {Riccado, Giuseppe} la relagzone fuzzy R

denominata n “ somiglianza” pud essere, ad esempio, definita cme segue:
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R = 0.5/(Giovanni, Riccado) + 0.4/(Giovann, Giuseppe) + 0.7/(Paolo, Riccado) + 0.3/(Paolo,
Giuseppe) + 0.9/(Michele, Riccado) + 0.1/(Michele, Giuseppe)

Qualunque relazone fuzzy, su insiemi finiti, pud essere rappresentata in forma matriciale. Nel caso

dell’ esempio:

Riccado |Giuseppe
Giovann |0.5 0.4
Paolo 0.7 0.3
Michele |0.9 0.1

Anche le relazoni fuzzy posno essre mmposte. La composizione piu importante ela msiddetta

composizione max-min. Date due relazoni fuzzy R 0 X x Y, eS O Y x Z, tale cmposizione, scritta

comeR - S é definita mme:

Mes(X.2) = max(Ua(x,y) UUs(y,2)) , perognix O X, zO Z.

Esempio. Se X ={1,3}, Y={2,4,6}, Z={1,2,3},

[02 03 0.1] [07 05 0.8
R= | | e S= |04 02 0.6
[05 0.9 0.6] 01 1 0.3]

[03 0.2 03]

dloraRo S= | |

[05 0.6 0.6]

ove a esempio 0.2 € dato da max(min(0.2, 0.5), min(0.3, 0.2), min(0.1, 1)) (come da composizione

catesiana).

Il principio di estensione e i numeri fuzzy
Il principio d estensione, introdotto da Zadeh (1975, € uno del piu importanti e potenti strumenti

nella teoria degli insiemi fuzzy. Tale principio risolve il seguente quesito:

Se esiste una qualche relazone fra eitita non fuzzy, quale el’ equivalente in termini di entitafuzzy ?
L’importanza fondamentale del principio € quella di poter estendere modelli ed algoritmi che
coinvolgono variabili non fuzzy al caso di variabili fuzzy.

Il principio di estensione puo essre esplicitato nel modo seguente:
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dati alcuni insiemi fuzzy Ay 0 X, ..., AnO X, eunafunzione non fuzzy f: Xy x ... x Xy 2 Y, y =1 (xy,

...y Xn), 'immagine fuzzy BO Y di A, ..., A, atraverso f, hala seguente funzione di appartenenza

He(y)= ~— max  []u,(X),perogniydyY
Vi “i=1

Esempio. Se X; ={1,2,3}, X, ={1,2,3,4}, f eun’addizione, cioéy = X; + X, A; = 0.1/1 + 0.6/2 + 1/3
eA,=0.6/1+ 12+ 0.5/3+0.1/4, alora

B=A;+A,=0.1/2+0.6/3+0.6/4+ 1/5+ 0.5/6 + 0.1/7

L’ esempio proposto riguarda un’ areadi applicazone molto importante del principio di estensione,
I’ algebra dei numeri redi.

Un numero fuzz e definito come un normale inseme fuzzy conveso AR, cioé un inseme fuzzy

che soddisfa le due seguenti proprieta:

1. pa(X) =1, perdmenounx O R
2. Ha[AX + (1-A)X%] = pa(X) O pa(Xe), per ogni X, X, 0 ReA O[0,1]

Allora, se A e B sono due numeri fuzzy, A, B O R con funzioni di appartenenza pa(X) e ps(x), le

guattro operazoni aritmetiche di base, se %, y, z [0 R, sono:
Ware (D) = max(p, (x) Oug (¥))
Wa-e(2) = max(,(x) Olg(Y))
W e (2) = max(p 5 (x) DHa (Y))
W (2) = max(pa(x) Olg (Y))

y#0
Variabili li nguistiche

Il principio di incompatibilita formulato da Zadeh (1973 dice
Al crescare della complessta di un problema, gli strumenti matematici convenzionali hanno una
sempre minore cgadtadi rappresentarli e di risolverli con predsione.

La soluzione suggerita dallo stes autore porta dl’ utilizzo di una descrizione linguistica per fornire
un semplice ma spes adeguato strumento per descrivere anche i casl piu compless con la

possbilita di unaforte aggregazone dell’ informazone.
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Tale gprocdo viene detto lingustico, parte dalla nozione di variabile linguistica, ossa una
variabile i cui valori non sono numeri ma parole 0 sentenze espresse in un linguaggio naturale o
artificiale. Ad esempio, “ picoolo”, “ato”, “circa4”, “di poco piu picoolo di”, sono valori di variabili
linguistiche.

Nella teoria degli insemi fuzzy, i valori delle variabili li nguistiche sono eguagliati ad appropriati
insiemi fuzzy. Per esempio, una variabile come “eta’ pud essere vista cme una variabile linguistica
con valori nel cosiddetto universo del discorso, ad esempio U = {giovane, non giovane, molto
giovane, non molto giovane, quas giovane, etc.}, ed ognuno di questi valori pud essre
rappresentato da un sottoinsieme fuzzy dell’ universo del discorso X = [0, 120.

Generamente 1 valori di tai variabili posno essre scritti utilizzando  operatori  di
congiunzione/disgiunzione di termini primari, ad esempio “giovane” e “vectio” nel caso della
variabile “ eta’ .

Un problema fondamentale da risolvere € ome caatterizzae una relazone (dipendenza) fra le
variabili li nguistiche. Di solito viene utilizzao una proposizione wndzonde fuzz. Per esempio, se

L e K sono variahili i nguistiche avalori in A 0 XeB O Y rispettivamente, allora una dipendenzafra

L e K pud essre data da una proposizione mndizionale fuzzy del tipo:

SE (L = A) ALLORA (K = B), 0, pill brevemente SE A ALLORA B.
Di solito viene asunto SE A ALLORA B = A x B ossa guagliando tramite il prodotto cartesiano
dei due insiemi di valori, che éunarelazone fuzzy.
Un problema mnseguente dl’introduzione delle proposizioni condizionali fuzzy € se L assume un
valore, quale éil valore di K implicato daladipendenzafral e K ?
Larisposta efornita dalla regola di composizione di inferenza:

seR 0 X x Y é unarelazone fuzzy che rappresenta una dipendenzafraL e K, con L avalori in A,

dlorail valoreindotto di K &
He(y) = max(u,(x) Dpg(xy)) perogniy Y

che oorrisponde dla composizione max-min.
Esempio. Sia definita la proposizione mndizionale fuzzy
SE (L €“bas”) ALLORA (K eé“alto”) = SE (“bas®”) ALLORA (“dto”) = (“bas®”) x (“dto”)

che, per “bas” =1/1+0.7/2 + 0.3/3 ed “adto” =0.2/1 + 0.5/2 + 0.8/3 + 1/4, corrisponde a
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Y
1 2 3 4
1 |02 05 08 1 |
R=("bas®’) x (“dto’)=X2 |02 05 07 07|
3 |02 03 03 03|

SelL ="“medio” =0.5/1+ 1/2 + 0.5/3, dlora
K= (*medio”) - R=0.2/1+ 0.5/2 + 0.7/3 + 0.7/4.

La programmazione matematica fuzzy: programmi lineari fuzzy
Laformulazone di un problema di ottimizzazone cntiene due dementi esenziali:

* uninsieme di aternative anmisshili
» unafunzione obiettivo i cui valori servono per confrontare le dternative.
Sialafunzione obiettivo che I'insieme anmisshile potrebbe essere fuzzy.

I tipico problema di programmazone matematicapud essere scritto come:

max f (x)
sa
g(x) <b i=12,...,m
dove X = (X1, X2, ..., X,) 0 O" € un vettore di variabili dedsionai, f: 0" = O & una funzione

obiettivo, g : 0" = 0 sono vincoli e by O 0" sono i termini noti detti anche RHS dall’ inglese right-
hand-sides.

Nel caso particolare di programmi lineai non fuzzy il problema puo essere scritto come:

max f(X) = ) ¢X
ax (9 = 3
sa

Zaijxi <b j=12,...m *)
x>0 i=12...,n

Tale modello ha una rappresentazone di tipo “hard” ossai valori delle variabili, dei parametri e dei
termini noti hanno un significato univoco. Per rendere piu soft il problema s pud procedere lungo
due linee principali. Si puo rilassare il requisito rigido di massmizzae in modo stretto la funzione
obiettivo e di soddisfare in modo stretto i vincoli. Si puo permettere a coefficienti, ossac, a; e by, di
essere numeri fuzzy.

Vediamo in breveil primo di questi due gproca.
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Programmazione lineare fuzzy secondo Zimmermann
Il primo tentativo di rendere fuzzy un programma lineae edovuto a Zimmermann (1975 1976.

Per mostrare la sua essenzariscriviamo il sistema (*) come:

mxinf(x) = iaxi

sa -
iaijxi <b j=12,....m
X =0 i=12,...,n

dove, evidentemente, g = - ¢,.

Laversione fuzzy del problema s pud scrivere come:

n

EQXi <Z

1=1 -

Yaxsb j=12..,m (+)
1=1

x>0 i=12,....n

che valetto in questo modo: la funzione obiettivo f(x) dovrebbe essere esenzialmente piu piccola o
ugude ad un livello di aspirazone Z, e i vincoli (esclus quelli di positivita) dovrebbero essere
esenzialmente piu picooli o ugudi ai RHS b 0, in atre parole, dovrebbero essere possbil mente

soddsfatti. Le fras precedenti in corsivo, esplicitate matematicamente an il smbolo “ <”, sono

formalizzae nel modo seguente. Denotiamo con H = [hg], k= 1,2,...,m+1, i = 1,2,...,n, la matrice

ottenuta aggiungendo ala matrice A = [aj] il vettore riga [€] come prima riga di A. Denotiamo

n

(HX)« = 2 h, % , e definiamo la funzione:
=1

per (Hx), < w,
_(Hx)k - W,

f (HX),) = d,

per w, <(Hx), <w, +d,

ois[min e

per (Hx), >w, +d,

dove i w sono gli origindi RHS b; e il livello di aspirazone Z, ossa W' = (Wi,... W) =
=(Zby,..., bm)", ei dx sono acuniie violazoni ammisshili dei vincoli scdte soggettivamente.

Vogliamo trovare una soluzione dhe soddisfi il sistema (+).
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La nuova funzione obiettivo del programma lineae rilassato in termini fuzzy, osda la dedsione

m+1
fuzz, e IJD(X):l;llfk((HX)k)
elasoluzionex = (X ,..., X, ) deve massmizzae la pp(x).

Sostituendo w' = wk/ dk € (HX)' = (HX)« / dk lafunzione obiettivo pud essere riscritta:
m+1

max  [](w, = (Hx),) .

X=(Xq peennXy) K=1

Negoita e Sularia (1976 dimostrarono che do e ajuivalente a ottimizzae il seguente programma

matematico:
max A
AJ01]
sa
A S W - (HX)K k=12,...,m1 (-)
x=20 i=12,...,n

osda la soluzione ottima del programma (-) e ottima axche per il programma (+).

Si noti che utilizzando un programma lineae fuzzy il dedsore non e forzao a definire il problemain
termini predsi, come sarebbe richiesto da un approcdo non fuzzy. Questo e sicuramente un
vantaggio fondamentale.

L’ approcdo di Zimmermann ha trovato numerose gplicagoni: nella progettazone della struttura e
del numero di carelli diun sistema industriale, nella progettazone di parcheggi, nella selezone dei
media per la pubblicita, nel controllo dell’inquinamento atmosferico e nella determinazone di
politiche per I agricoltura.

I modello puo anche essere visto come un punto di partenzaper alcune estensioni come nel caso del
problema di trasporto. Inoltre sono state operati anche degli studi sulla dualita, sull’anais di
sengitivita utili zzando programmi lineai parametrici.

L’ approcdo presentato pud essere impiegato per problemi di programmazone lineare multiobiettivo.
Si noti che in questo ultimo caso, in particolare, s possono sviluppare particolari approcd interattivi

che mnsentono una discesa guidata nell e soluzioni anche in casi non lineai.

Distribuzioni di probabilita fuzzy e valore atteso fuzzy
Un inseme fuzzy P i cui elementi assumono valori nell’intervallo [0, 1] pud essere espreso come

una probabilita fuzzy. Si consideri un insieme di n probabili ta fuzzy composte di r elementi:

p,:Za,.i/pIi i=1,2,...,n
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dove a, denota il grado di fiducia che un possbile valore di p; sa P, -

Allora (p1, p2, ..., pPn) costituisce una distribuzione di probabilita fuzzy se e soltanto se esistono
ennude p,i=1,2 ...,ntaiche ) p =1
i=1

Per qualificare una distribuzione di probabilita fuzzy, ogni probabilita fuzzy nella distribuzione deve
avere lo stes numero di elementi (alcuni dei quali possono avere grado di fiducia pari a z&o) e
guesti elementi devono essere ordinati nel senso che la somma degli elementi in una spedfica
posizione deve essere pari ad 1 Si noti che il grado di appartenenza degli elementi e abitrario e non
determina se la sequenza degli elementi dell’insieme fuzzy ordinato costituisce una distribuzione di
probabili ta fuzzy.

Sia (p1, P2, ..., pn) Una distribuzione di probabilita fuzzy e sa (vi, Vo, ..., V) Una @rrispondente

ennugda di valori fuzzy dove:

g
vi=>hb /v i=1,2 ..,n
k=1
E conveniente pensare al una variabile cauale fuzzy V avalori fuzzy (vi, Vs, ..., Vi) con probabilita
fuzzy (p1, P2, ..., pn). Allorail valore ateso fuzzy di V rispetto ala distribuzione di probabili ta fuzzy

P=(pw P2, ..., pn) €dato da:

dove  S={(k,....k) 1sk<s, i=12..,n}.

Si noti chevi sono s, x s, x ... X 5, posshili ennude nell’inseme di indici S definite per la E(V).

Inoltre, vi sono r elementi in ogni distribuzione di probabilita fuzzy. Teoricamente nel valore ateso

n
fuzzy vi posono esere T=r |_| S termini, ma in pratica questi saranno meno di T dato che se
i=1

differenti combinazoni dei due vettori dati portano allo stes valore ateso verra preso uno solo di

guesti valori con il grado di appartenenzapiu elevato.
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Applicazione della distribuzione di probabilita fuzzy
E stato redizzao da Shipley et al. un agoritmo chiamato BIFPET (Bili ef In Fuzz Probatiliti es of

Estimated Time) adatto ala stima della durata delle dtivita in un progetto. Tale dgoritmo combina
I'incertezzadegli esperti, che forniscono la stima di probabilita di durata pessmistica, posshile el
ottimistica, con il rischio dei responsabili di progetto di accetare tali stime come acacrate e di
utili zzarle per pianificare, schedulare e controllare il progetto. | supervisori delle &tivita possono
avere qualche intuizione su quanto lunga possa essere la durata di una singola dtivita, ma non hanno
alcun paragone statistico a priori su cui basare lo sviluppo o I'asaunzione di una distribuzione di
probabilita. La teoria della probabilita fuzzy elimina la necessta di tale informazone el’algoritmo
utilizza il fattore di giudizio umano per modellare piu efficacenente il progetto da ottimizzae.
L’ algoritmo € il seguente:

1. Per ogni attivita, A, s asegni la durata, ty (k = 1, 2, 3), definendo la durata ottimistica (ty), la
durata possbile (t,) e la durata pessmistica (t3). |1 tempo di completamento dell’ attivita, ta, € dato
da: tAi:Ztki/tki per tuttele A, dovety=1(i=1,2, ..., mek=1,2,3)

2. Si definisca la probabilita fuzzy, Q,,, per ogni A, in termini di ogni tq come:
Q= Oy lay  pertuttii ti
T

dove ay; rappresenta il grado di fiducia nella probabili ta ay;j che Ai verra completata nel tempo ty
3. Si consideri tutti gli ay; tali che Zon ag; = 1 per un qualche inseme H di k. Si asegni ag; = 0 per
kOH

4. Si cdcoli:
i by e a; =1
qI:E}Za‘”k ‘ . ;k'k (k=1,2,73)
HY) atrimenti
e p = numeri distinti di » a, =1,1<I<p
k

5. Si determini ¢ = min{ T, Oy;} per tutti gli aw; # 0 dove ¢ il grado di fiducia dhe il valore dteso
sa bi|
6. Defuzzyficare il tempo atteso dell’ attivita, ottenendo:

E(ty) = IZthl /IZQ|
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Il BIFPET s concentra sulla stima della durata delle ativita di progetto, ma la sua metodica puo
essre generalizzaa per stimare la distribuzione di probabilita e quindi il valore dteso di altri dati
fondamentali per |’ ottimizzaZzone del progetti. Infatti, s pud utilizzare tale metodica anche per
stimare il costo iniziade o il flusso di cassadi una ativita, o la quantita di risorsa utilizzaa, o ancora il
tas® di interesse da utili zzae nel fattore di sconto se le @mndizioni future sono incerte elo stato

dell’informazone eimpredso.

Esempio numerico
Si supponga di dover vautare la durata di una dtivita di progetto senza poter far riferimento ad una

serie statistica sufficientemente ampia. L’ équipe per valutare tale dato € formata dal responsabile di

progetto e datre temici sufficientemente esperti nel tipo di attivita dhe deve essere dfettuata. Invece

di utilizzare una temica statistica per trattare le stime dei temici s preferisce utilizzare I approcdo

BIFPET. Mediante una discussone diretta, i tre teaici stabiliscono il valore ottimistico, possbile e

pessmistico, della durata dell’ attivita (step 1), supponiamo 10, 13 e 18 gorni, rispettivamente:
t=1/10+1/13+1/18.

| teanici deddono individualmente la probabilita e ognunadi tali durate asvenga. A questo punto il
responsabile di progetto assegna dei gradi di fiducia fuzzy atali probabilita. Si ottengono le seguenti
probabilita fuzzy per le durate dell’ attivita (step 2):

Q10=10.3/0.6 + 0.5/0.3 + 0.7/0.4
Q13 =0.4/0.6 + 0.6/0.8 + 0.3/0.2
Q15=0.9/0.2 + 0.3/0.4 + 0.8/0.3

Il grado di appartenenza (fiducia) e le corrispondenti probabili ta sono:

a11=0.3 a:1,=0.5 a13=0.7 1= 0.6 a.,=0.3 a3=04
0,,=04 0, =0.6 0,3=0.3 a1=0.6 a,=0.8 3=0.2
03:=0.9 03,=0.3 033=0.8 az=0.2 az,=04 az3=0.3

Le posshili distribuzioni di probabili ta (evento certo) sono (step 3):
(0.6, 0.2, 0.2), (0.6, 0, 0.4), (0.4, 0.6, 0), (0.4, 0.2, 0.4), (0, 0.6, 0.4), (0, 0.8, 0.2).
Si noti che a esempio in (0.6, 0, 0.4), lo zero inserito indica de I’ evento certo € ottenuto con solo
le probabilita di 10 e 18 gorni, il che vuol dire, anche, che 13 gorni partedpa dl’evento certo con
probabilita 0.
A questo punto s puo effettuare la misura pesata della durata (step 4) associata al ognuna delle
distribuzioni di probabili ta:
b, =10[0.6 +13[0.2+18[D.2=122
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b, =10[0.6 + 13[0D.0+ 18[0D.4 =132

b; =10[0D.4+13[0D.6+18[0D.0=118

b,=100[0D.4+13[0D.2+18[0D.4=138

bs =10[0D.0 + 13[0.6 + 18[0.4=15.0

bs =10[0D.0+13[0D.8+18[0D.2=14.0

Quindi pud essere cdcolato il grado di fiducia ottimistico, posshile e pessmistico della misura della
durata (step 9):

¢, =min{0.3,0.3,0.9} =0.3

c2,=min{0.3,0.3,0.3} =0.3

c;=min{0.7,0.4,0.4} =04

¢;=min{0.7,0.3,0.3} =0.3

¢cs=min{0.3,0.4,0.3} =0.3

cs =min{0.6, 0.6, 0.9} = 0.6

C2, Cs, Cs, € Cg, corrispondono alle rispettive misure pesate della durata dell’ attivita per le quali una di

tali durate ha probabilita nulla di avverarsi. Per stabilire il valore del grado di appartenenza di tali

probabilita nulle s e utilizzao il minimo del grado di appartenenza delle restanti due (che

compongono I’evento certo). Naturalmente, il responsabile di progetto potrebbe scegliere un altro

modo di assegnare tale grado di appartenenza dipendentemente dalla sua volonta. Tra I’altro se il

responsabile di progetto non € mnvinto di alcune probabilita, pud richiedere a temici il motivo di

tali scdte. In tal modo di solito posono essre gportate delle crrezoni minime e diminano la

probabili ta nulla per una delle durate.

Finalmente epossbile cdcolare il valore fuzzy atteso della durata dell’ attivita (step 6):
122[0.3+132[0.3+118[04+138[0.3+15[0.3+14[0.6

E()= 03+03+04+03+03+06 =1335

0ssa 13,35 gorni.
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